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Capitolo 1

Tenihe variazionali

L'equazione stazionaria di Shr�odinger per un generio sistema �sio desritto

dall'Hamiltoniana H,

Hj i = Ej i; (1.1)

si dimostra essere equivalente all'equazione variazionale

ÆE[ ℄ = 0 (1.2)

dove l'energia va intesa ome funzionale di j >:

E[ ℄ =

h jHj i

h j i

: (1.3)

Se l'energia E �e minima, faendo una variazione in�nitesima su  , io�e  !

 + Æ , non deve variare E. Per dimostrare l'equivalenza tra la (1.1) e

la (1.2) oorre allora mostrare he, quando i�o aade,  �e una soluzione

dell'equazione stazionaria di Sh�odinger.

Consideriamo pertanto

E[ + Æ ℄ � E + ÆE =

h + Æ jHj + Æ i

h + Æ j + Æ i

(1.4)

e sviluppiamo nella variazione Æ , trasurando i termini in (Æ )

2

:

E[ + Æ ℄ =

h jHj i+ hÆ jHj i+ h jHjÆ i

h j i+ hÆ j i+ h jÆ i

'

h jHj i+ hÆ jHj i+ h jHjÆ i

h j i

(

1�

hÆ j i+ h jÆ i

h j i

)

3



4 CAPITOLO 1. TECNICHE VARIAZIONALI

ossia

E[ + Æ ℄ = E +

hÆ jHj i+ h jHjÆ i

h j i

� E

hÆ j i+ h jÆ i

h j i

+O

h

(Æ )

2

i

� E + ÆE :

Ne segue he la variazione dell'energia �e

ÆE[ ℄ =

1

h j i

fhÆ jHj i+ h jHjÆ i � E (hÆ j i+ h jÆ i)g = 0 ; (1.5)

equivalente all'equazione (1.3). Da qui disende

hÆ jH � Ej i+ h jH � EjÆ i = 0 : (1.6)

Notiamo he se si fosse e�ettuata una variazione della  puramente

immaginaria (osa leita poih�e la variazione �e totalmente arbitraria):

jÆ i ! ijÆ i , hÆ j ! �ihÆ j

in luogo della (1.6) si sarebbe ottenuto:

�ihÆ jH � Ej i+ ih jH � EjÆ i = 0

ovvero

hÆ jH � Ej i � h jH � EjÆ i = 0 : (1.7)

Combinando le equazioni (1.6) e (1.7) segue allora

2hÆ jH � Ej i = 0 (1.8)

he, data l'arbitrariet�a di Æ , implia l'equazione stazionaria di Shr�odinger

(1.1).

Il limite intrinseo del metodo variazionale sta nel fatto he, di solito,

le funzioni \di prova" usate per  (e per le eventuali variazioni) sono li-

mitate a insiemi di funzioni matematiamente \semplii", in generale non

omprendenti la funzione d'onda esatta. In tal aso la soluzione di minimo

soddisfaente l'equazione (1.2) non sar�a un'autofunzione esatta della (1.1),

ma solo un'approssimazione.

Tuttavia il metodo variazionale �e partiolarmente utile per determinare

lo stato fondamentale del sistema; infatti se E

0

�e il orrispondente autovalore
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(esatto) di energia, si pu�o dimostrare he per qualunque funzione di prova

utilizzata nella (1.3) vale la relazione:

E[ ℄ �

h jHj i

h j i

� E

0

; (1.9)

dove E

0

�e, per de�nizione di stato fondamentale, l'autovalore pi�u basso

dell'equazione stazionaria di Shr�odinger:

Hj 

0

i = E

0

j 

0

i :

Per dimostrare la (1.9) riordiamo he le autofunzioni dell'equazione sta-

zionaria di Shr�odinger

Hj 

n

i = E

n

j 

n

i (1.10)

ostituisono un insieme ONC ; quindi un'arbitraria funzione (nello stesso

spazio) si potr�a esprimere in serie di Fourier delle j 

n

i:

j i =

1

X

n=0

a

n

j 

n

i : (1.11)

Ne segue he:

E[ ℄ =

P

n;n

0

a

�

n

0

a

n

h 

n

0

jHj 

n

i

P

n;n

0
a

�

n

0

a

n

h 

n

0

j 

n

i

=

P

n;n

0

a

�

n

0

a

n

E

n

Æ

n;n

0

P

n;n

0
a

�

n

0

a

n

Æ

n;n

0

=

P

n

E

n

ja

n

j

2

P

n

ja

n

j

2

�

P

n

E

0

ja

n

j

2

P

n

ja

n

j

2

� E

0

q:e:d: (1.12)

Infatti per qualsiasi n �e, ovviamente, E

n

� E

0

, essendo E

0

l' energia dello

stato fondamentale.

Notiamo he se j 

0

i non �e degenere, il segno di uguaglianza nella (1.9)

vale se e soltanto se tutti i oeÆienti a

n

on n 6= 0 nella (1.11) si annullano,

ovvero se j i / j 

0

i, he �e lo stato fondamentale esatto.

Per rierare, on questo metodo, il primo stato eitato di H, oorrer�a

sviluppare j 

1

i nel sottospazio delle fj 

n

ig ortogonale a j 

0

i, e�ettuando la

variazione di E [j 

1

i℄ on la ondizione ausiliaria h 

1

j 

0

i = 0. Similmente

si pu�o proedere per determinare l'intero spettro di stati di H. Tuttavia il

numero resente di ondizioni (di ortogonalit�a ) ausiliarie omplia note-

volmente il metodo variazionale appliato agli stati eitati e di fatto esso �e

stato utilizzato prinipalmente per la riera dello stato fondamentale.
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1.1 Metodo di Hartree-Fok stazionario

Sistemi omplessi interagenti sono in genere desritti da un'Hamiltoniana del

tipo:

H = T + V �

A

X

i=1

t(i) +

X

i>j

V (i; j) (1.13)

dove t(i) �e l'energia inetia delle singole partielle e V (i; j) rappresenta

un'interazione a due orpi he aratterizza la dinamia del sistema.

Anhe nel aso di potenziali d'interazione relativamente \semplii" (ome

ad esempio l'interazione Coulombiana tra gli elettroni di un atomo omplesso

o di una moleola) la orrispondente equazione di Shr�odinger (stazionaria

o dipendente dal tempo) non pu�o essere risolta esattamente, dato he le

variabili spaziali delle singole partielle sono mesolate, a oppie, dal termine

di interazione, e non �e possibile separarle. Il problema pu�o dunque venir

risolto solo riorrendo ad opportune tenihe di approssimazione.

Tuttavia �e utile riordare he molto spesso il omportamento di sistemi

omplessi risulta, dall'osservazione sperimentale, in aordo on modelli re-

lativamente semplii: itiamo a questo proposito il suesso del modello a

shell per la desrizione di molte propriet�a nuleari, malgrado l'interazione fra

nuleoni sia tutt'altro he trasurabile. La aratteristia emergente da questo

esempio �e he i nuleoni nel nuleo si omportano ome se fossero singolar-

mente soggetti a un potenziale medio (evidentemente prodotto dagli altri

nuleoni), piuttosto he dominati dalla dinamia prodotta dalle interazioni

di oppia.

Questi esempi induono a tentare di desrivere un sistema di A fermioni

(per es. nuleoni) interagenti tramite una Hamiltoniana approssimata di

partielle indipendenti, del tipo

H

HF

=

A

X

i=1

h(i) = T + U

HF

(1.14)

dove l'energia potenziale �e data da

U

HF

=

A

X

i=1

u(i) : (1.15)

Il simbolo u(i) (i = r

i

; s

i

; : : :) india un potenziale di partiella singola o

potenziale a un orpo, he rappresenta il ampo medio ui sono soggette le
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singole partielle del sistema, eventualmente prodotto dalla media delle loro

interazioni on gli altri ostituenti.

In questo shema sempli�ato l'equazione stazionaria di Shr�odinger si

sriver�a:

H

HF

�

n

(1; 2 : : :A) =

A

X

i=1

 

�

�h

2

2m

�

i

+ u(i)

!

�

n

(1; 2 : : :A)

= E

n

�

n

(1; 2 : : :A) : (1.16)

La funzione d'onda globale del sistema si ostruise allora, ome �e noto, a

partire dalle funzioni d'onda di partiella singola, soluzioni dell'equazione

agli autovalori per h(i):

h(i)'

k

(i) = �

k

'

k

(i) i � f~r

i

; s

i

; t

i

g (1.17)

(s

i

; t

i

essendo rispettivamente spin e isospin del nuleone onsiderato) e si

sriver�a, tenendo onto dell'antisimmetrizzazione imposta dal prinipio di

Pauli, nella forma di determinante di Slater:

�

n

(1; 2 : : :A) = �

k

1

;k

2

:::k

A

(1; 2 : : :A) =

1

p

A!

�

�

�

�

�

�

�

�

�

'

k

1

(1) '

k

1

(2) : : : '

k

1

(A)

'

k

2

(1) '

k

2

(2) : : : '

k

2

(A)

: : : : : : : : : : : :

'

k

A

(1) '

k

A

(2) : : : '

k

A

(A)

�

�

�

�

�

�

�

�

�

(1.18)

i k

i

(i = 1; 2 : : :A) essendo, ome nella (1.17), gli insiemi di numeri quantii

neessari a spei�are gli stati di partiella singola.

Lo stato (1.18) appartiene all'autovalore di energia:

E

n

� E

k

1

;k

2

:::k

A

= �

k

1

+ �

k

2

+ : : :+ �

k

A

:

Riordiamo qui aluni punti rilevanti:

1. Lo stato fondamentale (e relativa energia) si ottiene ponendo gli A

nuleoni negli A stati di partiella singola pi�u bassi in energia

2. Ovviamente due partielle he si trovino nel medesimo stato di parti-

ella singola '

k

omportano una funzione d'onda globale del sistema

nulla, in aordo ol prinipio di Pauli: ad essa orrisponde infatti un

determinante on due righe uguali

3. Si noti he la (1.18) non �e, ovviamente, la funzione d'onda esatta del

sistema poih�e �e autostato dell'Hamiltoniana sempli�ata H

HF

; essa

tuttavia ne possiede le orrette propriet�a di simmetria.
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1.2 Seonda quantizzazione

In seonda quantizzazione sriveremo lo stato di partiella singola nella for-

ma:

j'

k

i = â

y

k

j0i (1.19)

dove j0i �e il vuoto e gli operatori di reazione (â

y

i

) e distruzione (â

i

) soddisfano

le regole di antiommutazione (per fermioni)

fâ

i

; â

j

g =

n

â

y

i

; â

y

j

o

= 0

n

â

i

; â

y

j

o

= Æ

i;j

: (1.20)

Le funzioni d'onda di partiella singola '

k

(~r; s; t) sono rappresentazioni nello

spazio delle oordinate degli autostati dell'Hamiltoniana di partiella singola

h [vedi eq. (1.17)℄ e si ottengono proiettando la (1.19) sullo spazio delle

oordinate:

'

k

(r) = hrj'

k

i = hrjâ

y

k

j0i: (1.21)

In luogo della (1.18), sriveremo pertanto lo stato del sistema ome

jHF i = j�

n

(1; 2 : : :A)i =

A

Y

i=1

â

y

i

j0i ; (1.22)

la ui proiezione sullo spazio delle oordinate degli A nuleoni oinide on

la funzione d'onda (1.18) e ne possiede le stesse propriet�a di antisimmetria

grazie alle regole di antiommutazione imposte agli operatori di reazione â

y

.

Il problema he ora si presenta �e la determinazione sia di h he delle sue

autofunzioni; poih�e la �loso�a di questa proedura onsiste nel trovare la

miglior approssimazione possibile all'Hamiltoniana \esatta" del sistema nel-

l'ambito di modelli a partielle indipendenti, si user�a il metodo variazionale

in uno spazio di Hilbert limitato a stati espressi nella forma (1.18) ovvero

(1.22).

Per ominiare, si onsideri un arbitrario insieme ONC di stati di partiel-

la singola, f�

l

g, spesso identi�ati on gli autostati dell'osillatore armonio

isotropo. Potremo allora formalmente esprimere gli stati inogniti '

k

in serie

di Fourier dei �

l

:

'

k

(~r) =

X

l

D

y

kl

�

l

(~r) on D

y

kl

= (�

l

; '

k

) (1.23)

dove i D

y

kl

� (D

y

)

kl

= D

�

lk

sono gli elementi di matrie di una trasforma-

zione tra due basi ortonormali omplete; pertanto dovr�a trattarsi di una
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trasformazione unitaria, soddisfaente la ondizione:

DD

y

= D

y

D = 1 (1.24)

ovvero

X

l

D

kl

D

y

lm

�

X

l

D

kl

D

�

ml

= Æ

km

(1.25)

X

l

D

y

kl

D

lm

�

X

l

D

�

lk

D

lm

= Æ

km

(1.26)

Se ora assoiamo agli stati �

l

degli operatori di reazione e distruzione

̂

y

l

, ̂

l

, tali he

�

l

(r) = hrj�

l

i = hrĵ

y

l

j0i; (1.27)

l'equazione (1.23) si tradue in un'analoga relazione per gli operatori:

â

y

k

=

X

l

D

y

kl

̂

y

l

(1.28)

e anhe

â

k

=

X

l

D

lk

̂

l

: (1.29)

Per trovare le relazioni inverse, moltiplihiamo la (1.28) da sinistra per

D

mk

e sommiamo su k:

X

k

D

mk

â

y

k

=

X

k;l

D

mk

D

y

kl

̂

y

l

=

X

l

 

X

k

D

mk

D

�

lk

!

̂

y

l

= ̂

y

m

e analogamente

X

k

D

y

km

â

k

=

X

k;l

D

y

km

D

lk

̂

l

=

X

l

 

X

k

D

�

mk

D

lk

!

̂

l

= ̂

m

dove si �e ripetutamente sfruttata l'unitariet�a della matrie D.

Riassumendo:

̂

y

l

=

X

k

D

lk

â

y

k

(1.30)

̂

l

=

X

k

D

y

kl

â

k

(1.31)
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L'unitariet�a di D implia anhe he gli operatori ̂; ̂

y

obbedisano, a loro

volta, a parentesi di antiommutazione fermionihe; infatti:

n

̂

y

l

; ̂

l

0

o

=

X

k;k

0

D

lk

D

y

k

0

l

0

n

â

y

k

; â

k

0

o

=

X

k;k

0

D

lk

D

y

k

0

l

0

Æ

k;k

0

=

X

k

D

lk

D

�

l

0

;k

= Æ

l;l

0

(1.32)

f̂

l

; ̂

l

0

g =

X

k;k

0

D

y

kl

D

y

k

0

l

0

fâ

k

; â

k

0

g = 0 (1.33)

e analogamente per f̂

y

l

; ̂

y

l

0

g.

1.3 Matrie densit�a di partiella singola

Dato un determinante di Slater �, �e onveniente de�nire la sua matrie

densit�a di partiella singola �

ll

0

, di elementi

�

ll

0

= h�ĵ

y

l

0

̂

l

j�i (1.34)

he �e l'elemento di matrie dell'operatore densit�a a un orpo in una base

arbitraria.

Si vede failmente he non esiste una orrispondenza biunivoa fra un

determinante di Slater � e l'insieme delle funzioni d'onda di partiella singola

f'

k

g he lo ostituisono. Infatti una trasformazione unitaria he non mesoli

stati di partiella (non inlusi nel determinante) e di buo (orrispondenti agli

stati e�ettivamente \oupati", in �, dalle partielle del sistema) ambia le

funzioni d'onda di partiella singola, ma non il determinante di Slater stesso,

a meno di un fattore di fase inessenziale (determinante della trasformazione

sugli stati di partiella singola).

Vieversa esiste una orrispondenza biunivoa fra un determinante di

Slater e la sua densit�a di partiella singola �. Pertanto �e pi�u onveniente

rappresentare un determinante di Slater � tramite la sua matrie densit�a.

Consideriamo il determinante di Slater � ostruito on le funzioni d'onda

(di HF, per ora inognite) f'

k

g [si veda la (1.22)℄ ed esprimiamo gli elementi

della matrie densit�a a un orpo �

ll

0

, tenendo onto della trasformazione

unitaria he mette in relazione gli operatori ̂

l

on gli â

k

:

�

ll

0

= h�ĵ

y

l

0

̂

l

j�i
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= h�j

X

kk

0

D

l

0

k

0

D

y

kl

â

y

k

0

â

k

j�i

=

X

k;k

0

D

l

0

k

0

D

y

kl

h�jâ

y

k

0

â

k

j�i (1.35)

La matrie di densit�a di partiella singola risulta diagonale proprio per

quegli stati, on ui si �e ostruito il determinante j�i, he orrispondono,

in questo aso, agli operatori di reazione e distruzione he ompaiono nella

de�nizione (1.22).

Avremo pertanto:

h�jâ

y

k

0

â

k

j�i = �(A� k)Æ

kk

0

� �

k

Æ

k;k

0

(1.36)

infatti

�

k

=

(

1 se k � A (stati oupati in j� >)

0 se k > A (stati vuoti in j� >)

La (1.35) diventa quindi

�

ll

0

=

X

k;k

0

D

l

0

k

0

D

y

kl

�

k

Æ

k;k

0

=

X

k

D

l

0

k

D

y

kl

�

k

ovvero

�

ll

0

=

A

X

k=1

D

l

0

k

D

y

kl

=

A

X

k=1

D

l

0

k

D

�

lk

(1.37)

Si noti he rispetto alla generia base f�

l

g la matrie densit�a non �e pi�u

diagonale (ossia la (1.37) non si ridue a �

ll

0

= Æ

ll

0

) perh�e la somma sull'indie

k �e limitata ai soli stati di partiella singola oupati in j�i e quindi non si

pu�o sfruttare la relazione di unitariet�a DD

y

= 1.

Propriet�a di �

ll

0

1. La traia della matrie densit�a �e uguale al numero di partielle nel

sistema (e quindi al numero di stati oupati):

Tr� �

X

l

�

ll

=

X

l

A

X

k=1

D

lk

D

y

kl

=

A

X

k=1

 

X

l

D

y

kl

D

lk

!

=

A

X

k=1

1 = A (1.38)

2. Il quadrato dell'operatore densit�a a un orpo oinide on l'operatore

stesso

�

2

= � (1.39)
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Infatti, onsiderando un generio elemento di matrie,

�

2

ll

0

=

X

k

�

lk

�

kl

0

=

A

X

i=1

A

X

j=1

X

k

D

ki

D

y

il

D

l

0

j

D

y

jk

=

A

X

i=1

A

X

j=1

D

l

0

j

 

X

k

D

y

jk

D

ki

!

D

y

il

=

A

X

i=1

A

X

j=1

D

l

0

j

Æ

ij

D

y

il

=

A

X

i=1

D

l

0

i

D

y

il

= �

ll

0

3. dal punto 2) disende ovviamente he gli autovalori dell'operatore �

sono soltanto 0 e 1.

Di fatto � �e un operatore di proiezione he agise nello spazio di Hilbert

di tutte le funzioni d'onda di partiella singola proiettando nel sottospazio

de�nito dagli stati di buo (io�e degli stati he ostituisono il determinante

di Slater orrispondente ad jHF >). Infatti, indiando on j�i, j�i la base

degli stati in ui � �e diagonale, ed essendo ji > uno stato qualunque, si ha

�jii =

X

�;�

j�ih�j�j�ih�jii =

X

�;�

j�i�

��

h�jii

=

A

X

�=1

j� >< �ji >

Se poi ji > �e uno stato di buo, allora

�jii =

X

�

j�iÆ

�;i

�(A� i) = jii�(A� i) ; (1.40)

ossia

�jii =

(

jii se jii �e stato di buo

0 se jii �e stato di partiella .

(1.41)

Infatti se i fa parte dello stesso insieme di stati di tipo f�g in ui � �e de�nita

diagonale, allora < �ji >= Æ

�;i

.

Analogamente de�niamo un operatore di proiezione �

� = 1� �

he proietta nel sottospazio degli \stati di partiella" '

m

(stati non oupati

in j�i).
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1.4 Metodo di Hartree{Fok

Il metodo (o approssimazione) di Hartree{Fok applia il prinipio varia-

zionale illustrato nel primo paragrafo al sottospazio di Hilbert ostituito

dai determinanti di funzioni d'onda di partiella singola, on lo sopo di

determinare, in tale sottospazio, la \miglior" desrizione possibile del sistema.

Si onsidera pertanto l'insieme dei determinanti di Slater f�g formati da

A funzioni d'onda �

i

di partiella singola (selte in un sistema ONC, per altro

arbitrario). Suessivamente, in aordo on la (1.2), si minimizza l'energia

del sistema nell'ambito di questo insieme.

Questa proedura �e equivalente, per quanto detto sopra, a minimizzare

l'energia rispetto all'insieme delle funzioni d'onda globali del sistema f�g le

ui matrii densit�a godono delle due propriet�a:

�

2

= � Tr� = A

1.4.1 Hartree{Fok on il metodo della matrie densit�a

Sriviamo l'Hamiltoniana in seonda quantizzazione per un sistema di fer-

mioni:

^

H =

X

l

1

l

2

t

l

1

l

2

̂

y

l

1

̂

l

2

+

1

4

X

l

1

l

2

l

3

l

4

�v

l

1

l

2

;l

3

l

4

̂

y

l

1

̂

y

l

2

̂

l

4

̂

l

3

(1.42)

dove

�v

l

1

l

2

;l

3

l

4

= v

l

1

l

2

;l

3

l

4

� v

l

1

l

2

;l

4

l

3

= hl

1

l

2

jvjl

3

l

4

i � hl

1

l

2

jvjl

4

l

3

i (1.43)

�e l'elemento di matrie antisimmetrizzato del potenziale d'interazione a due

orpi fra i fermioni onsiderati e

t

l

1

l

2

= hl

1

jT jl

2

i (1.44)

l'elemento di matrie dell'operatore energia inetia (non neessariamente

diagonale nella base onsiderata).

Alternativamente si poteva srivere

^

H =

X

l

1

l

2

t

l

1

l

2

̂

y

l

1

̂

l

2

+

1

2

X

l

1

l

2

l

3

l

4

v

l

1

l

2

;l

3

l

4

̂

y

l

1

̂

y

l

2

̂

l

4

̂

l

3

(1.45)

dove v

l

1

l

2

;l

3

l

4

rappresenta soltanto l'elemento di matrie \diretto" (non an-

tisimmetrizzato) dell'interazione, dato he l'antisimmetrizzazione risulta gi�a

dalle regole di antiommutazione degli operatori fermionii ̂ e ̂

y

.
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Sriviamo ora, in termini di �, il valor medio nel determinante di Hartree{

Fok dell'energia inetia

h�j

X

l

1

l

2

t

l

1

l

2

̂

y

l

1

̂

l

2

j�i =

X

l

1

l

2

t

l

1

l

2

h�ĵ

y

l

1

̂

l

2

j�i

X

l

1

l

2

t

l

1

l

2

�

l

2

l

1

=

X

l

1

(t�)

l

1

l

1

= Tr(t�) (1.46)

e dell'energia potenziale

1

2

h�j

X

l

1

l

2

l

3

l

4

v

l

1

l

2

;l

3

l

4

̂

y

l

1

̂

y

l

2

̂

l

4

̂

l

3

j�i =

1

2

X

l

1

l

2

l

3

l

4

v

l

1

l

2

;l

3

l

4

h�ĵ

y

l

1

̂

y

l

2

̂

l

4

̂

l

3

j�i (1.47)

Per srivere quest'ultimo in termini dalla matrie densit�a �e neessario appli-

are il teorema di Wik al valor medio dei quattro operatori fermionii.

Riordiamo il ontenuto del teorema di Wik:

\Il prodotto temporalmente ordinato di operatori (per es. di reazione e di

distruzione) TfABCD : : :g �e uguale alla somma di prodotti ordinati nor-

malmente degli stessi operatori, on un numero resente di ontrazioni tra

oppie di operatori, �no ad esaurimento degli stessi".

Espliitamente:

TfABCD : : :g = NfABCD : : :g+NfA

�

B

�

CD : : :g+NfA

�

BC

�

D : : :g+ : : :

: : :+NfA

�

B

�

C

��

D

��

: : :g+ : : :+NfA

�

BCD

��

: : :X

�

Y

��

g+

+NfA

�

B

�

C

��

D

���

: : :X

��

Y

���

g+ (1.48)

dove il prodotto normale N (o prodotto ordinato normalmente) �e de�nito

ordinando gli operatori in modo tale he tutti gli operatori di reazione siano

alla sinistra degli operatori di distruzione (tenendo onto di un segno � per

ogni sambio di operatori fermionii neessario a portare gli operatori dati

nell'ordine suddetto); il \vuoto" rispetto a ui �e de�nito il prodotto normale,

nonh�e gli operatori di distruzione, nel nostro aso sar�a assunto oinidere

on lo stato j� >. Inoltre nella (1.48) la ontrazione di due operatori �e

de�nita ome:

A

�

B

�

= TfABg �NfABg (1.49)

ovvero anhe

A

�

B

�

=< �jTfABgj� > : (1.50)

Infatti si pu�o dimostrare, per alolo diretto, he la ontrazione �e un numero

e pertanto oinide on il suo valor medio, per esempio nello stato j�i; d'altra
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parte prendendo il valor medio della (1.49) su j� > segue la (1.50), essendo

il valor medio di un prodotto normale identiamente nullo, per sua stessa

de�nizione.

Dato he sviluppiamo il formalismo in desrizione di Shr�odinger, i inte-

ressa qui il aso di operatori indipendenti dal tempo. Pertanto il teorema di

Wik si applia assumendo he il prodotto ordinato temporalmente oinida

on il prodotto degli operatori nell'ordine dato.

Applihiamo pertanto la (1.48) al prodotto di 4 operatori ontenuto nella

(1.47), riordando he, dalla de�nizione di prodotto normale, sopravvivono

solo i termini ompletamente ontratti, ossia:

h�ĵ

y

l

1

̂

y

l

2

̂

l

4

̂

l

3

j�i = h�ĵ

y�

l

1

̂

y

l

2

��

̂

��

l

4

̂

�

l

3

j�i

�h�ĵ

y�

l

1

̂

y

l

2

��

̂

�

l

4

̂

��

l

3

j�i+ h�ĵ

y�

l

1

̂

y

l

2

�

̂

��

l

4

̂

��

l

3

j�i; (1.51)

dove l'ultimo termine �e identiamente nullo, essendo, ovviamente:

̂

�

i

̂

�

j

�< �ĵ

�

i

̂

�

j

j� >= 0 (1.52)

̂

y

i

�

̂

y

j

�

= 0 : (1.53)

Invee la ontrazione di un ̂ on ̂

y

risulta:

̂

y

j

�

̂

�

i

=< �ĵ

y

j

̂

i

j� >= �

ij

(1.54)

e io�e un elemento della matrie di densit�a di partiella singola, mentre

̂

�

i

̂

y

j

�

=

n

̂

i

; ̂

y

j

o

� ̂

y

j

�

̂

�

i

= Æ

ij

� �

ij

: (1.55)

Pertanto avremo

h�ĵ

y

l

1

̂

y

l

2

̂

l

4

̂

l

3

j�i = h�ĵ

y

l

1

̂

l

3

j�ih�ĵ

y

l

2

̂

l

4

j�i � h�ĵ

y

l

1

̂

l

4

j�ih�ĵ

y

l

2

̂

l

3

j�i

= �

l

3

l

1

�

l

4

l

2

� �

l

4

l

1

�

l

3

l

2

(1.56)

e quindi

1

2

h�j

X

l

1

l

2

l

3

l

4

v

l

1

l

2

;l

3

l

4

̂

y

l

1

̂

y

l

2

̂

l

4

̂

l

3

j�i =

=

1

2

X

l

1

l

2

l

3

l

4

f�

l

3

l

1

v

l

1

l

2

;l

3

l

4

�

l

4

l

2

� �

l

4

l

1

v

l

1

l

2

;l

3

l

4

�

l

3

l

2

g
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sambiando il nome degli indii (sommati) l

3

$ l

4

nel seondo termine, si

ottiene

1

2

h�j

X

l

1

l

2

l

3

l

4

v

l

1

l

2

;l

3

l

4

̂

y

l

1

̂

y

l

2

̂

l

4

̂

l

3

j�i =

=

1

2

X

l

1

l

2

l

3

l

4

f�

l

3

l

1

v

l

1

l

2

;l

3

l

4

�

l

4

l

2

� �

l

3

l

1

v

l

1

l

2

;l

4

l

3

�

l

4

l

2

g =

=

1

2

X

l

1

l

2

l

3

l

4

�

l

3

l

1

�v

l

1

l

2

;l

3

l

4

�

l

4

l

2

=

1

2

TrTr(��v�) (1.57)

Pertanto

< �j

^

Hj� >� E

HF

[�℄ = Tr(t�) +

1

2

TrTr(��v�) : (1.58)

Questa espressione ontiene la matrie densit�a di partiella singola espressa

in una base qualunque e quindi non dipende dalla base selta. Possiamo allora

utilizzarla per esprimere formalmente l'energia (di HF) nella base stessa di

HF (ossia l'insieme delle f'

k

g, peraltro anora inognite) rispetto alla quale

� �e diagonale on autovalori 0 o 1; otterremo osi:

Tr(t�) =

X

l

1

l

2

t

l

1

l

2

�

l

2

l

1

=

A

X

l

1

=1

A

X

l

2

=1

t

l

1

l

2

Æ

l

1

l

2

=

A

X

l=1

t

ll

1

2

X

l

1

l

2

l

3

l

4

�

l

3

l

1

�v

l

1

l

2

;l

3

l

4

�

l

4

l

2

=

1

2

A

X

l

1

;l

2

=1

A

X

l

3

;l

4

=1

Æ

l

3

l

1

�v

l

1

l

2

;l

3

l

4

Æ

l

4

l

2

=

1

2

A

X

i;j=1

�v

ij;ij

(1.59)

Quindi nello shema di HF l'energia sar�a espressa dalla formula:

E

HF

=

A

X

i=1

t

ii

+

1

2

A

X

i;j=1

�v

ij;ij

�

A

X

i=1

2

4

t

ii

+

1

2

A

X

j=1

�v

ij;ij

3

5

: (1.60)

Si noti he il termine i = j non ontribuise poih�e �v

ii;ii

= 0.
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1.5 Variazione dell'energia

Per determinare la base di HF dobbiamominimizzare l'energia (1.58) o rispet-

to all'insieme dei determinanti di Slater f�g oppure, avendo univoamente

assoiato una matrie densit�a ad ogni determinante di Slater (tale he �

2

= �

e Tr� = A), rispetto alle matrii densit�a di partiella singola � he godono

delle stesse propriet�a.

Ovviamente la variazione della matrie densit�a di partiella singola,

�

0

= �+ Æ� (1.61)

deve esser tale he �

0

goda anora della propriet�a:

(�+ Æ�)

2

= � + Æ� (1.62)

ossia

�

2

+ � Æ� + Æ� � = �+ Æ� (1.63)

he, essendo �

2

= �, implia:

Æ� = � (Æ�) + (Æ�) � (1.64)

Notiamo inoltre he la densit�a \variata" deve soddisfare anhe la ondi-

zione

Tr(�

0

) � Tr(�+ Æ�) = Tr(�) + Tr(Æ�) = A (1.65)

he implia

Tr(Æ�) = 0 (1.66)

per la variazione di �.

Le (1.64) e (1.66) sono le ondizioni ui deve soddisfare qualsiasi varia-

zione Æ� aÆnh�e alla nuova matrie densit�a di partiella singola sia anora

assoiato un determinante di Slater.

Dalla (1.64), moltipliando da sinistra per �, otteniamo

� (Æ�) � = 0 : (1.67)

Inoltre riordando he � = 1� �, dalla (1.64) segue anora:

Æ� = (1� �)Æ�+ Æ�(1� �) = Æ�� �(Æ�) + Æ�� (Æ�)� (1.68)

ossia

Æ� = �(Æ�) + (Æ�)�
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e poih�e �

2

= �

�Æ� = �

2

Æ� + �(Æ�)�

si ottiene, analogamente alla (1.67),

�(Æ�)� = 0 : (1.69)

Considerando un generio elemento di matrie della (1.67) nella base di

HF, dove � �e diagonale, si ottiene:

[�(Æ�)�℄

kk

0

=

X

�;�

�

k�

(Æ�)

��

�

�k

0

= �(A� k)�(A� k

0

)(Æ�)

kk

0

� (Æ�)

hh

0

= 0 ; (1.70)

avendo indiato on h; h

0

stati oupati in j� > (ossia h; h

0

� A), anhe detti

stati di buo. Analogamente, dalla (1.69), otteniamo:

[�(Æ�)�℄

kk

0

=

X

�;�

�

k�

(Æ�)

��

�

�k

0

= �(k � A)�(k

0

� A)(Æ�)

kk

0

� (Æ�)

pp

0

= 0 ; (1.71)

dove p; p

0

(p; p

0

> A) rappresentano stati di partiella, non oupati in j� >.

Pertanto gli elementi di matrie buo{buo e partiella{partiella di Æ� de-

vono annullarsi identiamente aÆnh�e la variazione della funzione d'onda di

prova sia e�ettuata nell'ambito dei determinanti di Slater.

Quindi gli unii elementi di matrie non nulli della variazione della matrie

densit�a di partiella singola sono del tipo p{h ovvero h{p:

Æ�

mi

6= 0 Æ�

im

6= 0 (i � A ; m > A) : (1.72)

Avremo allora per la variazione dell'energia

ÆE

HF

� E

HF

[� + Æ�℄� E

HF

[�℄

=

�E

HF

��

Æ� =

X

k;k

0

 

�E

HF

��

kk

0

!

(Æ�)

k

0

k

�

X

k;k

0

h

kk

0

Æ�

k

0

k

= 0 (1.73)

dove k e k

0

sono in generale indii indi�erenti. Tuttavia, tenendo onto delle

(1.70), (1.71) e (1.72) he valgono appunto nella base di HF, ossia quella
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he per de�nizione fornise un minimo dell'energia, ne segue he la (1.73) si

ridue in realt�a a:

ÆE

HF

=

X

m>A;i�A

fh

mi

Æ�

im

+ h

im

Æ�

mi

g = 0 : (1.74)

La matrie hermitiana h

mi

�e de�nita ome segue [vedi (1.73)℄:

h

kk

0

=

�E

HF

[�℄

��

k

0

k

(1.75)

he diventa, utilizzando la (1.58),

h

kk

0

=

X

l

1

l

2

t

l

1

l

2

��

l

2

l

1

��

k

0

k

+

1

2

X

l

1

l

2

l

3

l

4

"

�v

l

1

l

2

;l

3

l

4

�

l

4

l

2

��

l

3

l

1

��

k

0

k

+ �

l

3

l

1

�v

l

1

l

2

;l

3

l

4

��

l

4

l

2

��

k

0

k

#

=

X

l

1

l

2

t

l

1

l

2

Æ

k

0

;l

2

Æ

k;l

1

+

1

2

X

l

1

l

2

l

3

l

4

[�v

l

1

l

2

;l

3

l

4

�

l

4

l

2

Æ

k

0

;l

3

Æ

k;l

1

+ �

l

3

l

1

�v

l

1

l

2

;l

3

l

4

Æ

k

0

;l

4

Æ

k;l

2

℄

= t
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l
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l

℄

Inoltre, poih�e �v

kl;k

0

l

0

= �v

lk;l

0

k

0

,

h

kk

0

= t

kk

0

+

X

ll

0

�v

kl;k

0

l

0

�

l

0

l

; (1.76)

he formalmente possiamo srivere ome:

h = t+ � (1.77)

dove � �e usualmente detto \ampo autoonsistente" o self{energia ed �e

de�nito dai suoi elementi di matrie:

�

kk

0

=

X

ll

0

�v

kl;k

0

l

0

�

l

0

l

�

X

ll

0

(v

kl;k

0

l

0

� v

kl;l

0

k

0

) �

l

0

l

(1.78)

Osserviamo anora una volta he la matrie densit�a qui utilizzata per espri-

mere la variazione dell'energia E �e espressa attraverso i generii operatori

̂

l

; ̂

y

l

0

(relativi alla base \nota") e non tramite quelli relativi alla base di HF,

he invee i proponiamo di trovare.
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Tuttavia se la � �e espressa nella base assoiata al determinante di Slater

he minimizza l'energia, allora dev'essere, ome abbiamo gi�a detto,

ÆE

HF

=

X

m>A;i�A

fh

mi

Æ�

im

+ h

im

Æ�

mi

g = 0

e, poih�e h e Æ� sono hermitiani,

ÆE

HF

=

X

m>A;i�A

fh

mi

Æ�

im

+ h

�

mi

Æ�

�

im

g = 2Re

X

im

h

mi

Æ�

im

= 0 : (1.79)

Tale uguaglianza deve valere per arbitrari valori degli elementi di matrie

partiella{buo di Æ� (he abbiamo visto essere gli unii non nulli). Pertanto

nella base di HF (in ui � �e diagonale, io�e �

ll

0

= �(A�l)Æ

ll

0

) devono annullarsi

identiamente gli elementi di matrie partiella{buo di h, ossia (�e essenziale

tener onto del fatto he i Æ�

im

sono arbitrari e indipendenti)

h

mi

� t

mi

+

A

X

j=1

�v

mj;ij

= 0 : (1.80)

Possiamo interpretare la (1.80) diendo he, nella base in ui � �e diagonale,

l'Hamiltoniana di partiella singola h non pu�o mesolare stati di partiella

on stati di buo. Ci�o equivale ad a�ermare he h e � ommutano:

[h; �℄ = [t+ �(�); �℄ = 0 : (1.81)

Infatti alolando un generio elemento di matrie del ommutatore (1.81),

sempre assumendo he � sia diagonale, si ha:

[h; �℄

kk

0

=

X

l

(h

kl

�

lk

0

� �

kl

h

lk

0

)

= h

kk

0

�(A� k

0

)� h

kk

0

�(A� k)

= h

kk

0

[�(A� k

0

)� �(A� k)℄ : (1.82)

Quest'ultima espressione pu�o essere diversa da zero solo se k

0

< A e k > A o

vieversa, ma in tal aso l' elemento di matrie di h si annulla identiamente

il he prova la (1.81).

La (1.81) ostituise un'equazione non lineare in �, generalmente non

faile da risolvere. Essa implia altres�� he h e � possono essere diagonalizzate

simultaneamente.
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Come si �e gi�a aennato in preedenza, la base in ui � �e diagonale non

�e determinata univoamente, ma solo a meno di trasformazioni unitarie he

lasino invariata la distinzione fra stati di partiella e stati di buo (io�e

non mesolino i primi on i seondi). Possiamo pertanto sfruttare questa

arbitrariet�a per de�nire la base di HF ome quell'insieme di stati di parti-

ella singola rispetto ai quali tanto h he � sono diagonali, riduendo os�� il

problema variazionale ad un problema agli autovalori:

h

kk

0

= t

kk

0

+

A

X

j=1

�v

kj;k

0

j

= �

k

0

Æ

kk

0

(1.83)

In altre parole se partiamo da un insieme arbitrario di funzioni d'onda di

partiella singola f�

l

g, la base di HF sar�a de�nita da quella trasformazione

unitaria he, appliata alle �

l

, produe degli stati rispetto ai quali tanto h

he � sono diagonali. Trovare tale trasformazione (e quindi gli elementi di

matrie) equivale a trovare la base di HF.

Supponiamo quindi he, nella base �

l

, h abbia elementi di matrie

h

ll

0

= t

ll

0

+

X

pp

0

�v

lp;l

0

p

0

�

p

0

p

(1.84)

e erhiamo quella trasformazione D he operi il passaggio ad una base [si

veda la (1.23)℄

'

k

=

X

l

D

y

kl

�

l

=

X

l

D

�

lk

�

l

(1.85)

rispetto alla quale

(

�

kk

0

= Æ

kk

0

�(A� k)

h

kk

0

= �

k

Æ

kk

0

Gli elementi di matrie trasformati di h sono

h
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0

� < '

k
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k

0

>=

X
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< �

l
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y
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0
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=
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h
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y

k
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=

X
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D
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h
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0

D

�

l

0

k

0

(1.86)

mentre abbiamo visto a suo tempo he la matrie densit�a di partiella singola

�e esprimibile ome [vedi (1.37)℄:

�

pp

0

=

A

X

j=1

D

p

0

j

D

y

jp

�

A

X

j=1

D

p

0

j

D

�

pj

: (1.87)
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Peri�o appliando alla (1.84) D da sinistra e D

y

da destra otteniamo:
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=
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0
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: (1.88)

Moltiplihiamo ora ambo i membri per D

�

nk

e sommiamo su k. Otteniamo:
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Pertanto
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e ambiando n! l , k

0

! k si ottiene in�ne:
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(1.89)

he sono le equazioni di Hartree{Fok (una per ogni valore di l e di k). Sotto

questa forma esse si presentano ome un problema agli autovalori hermitiano.

Si vede subito he si tratta di un problema non lineare dal fatto he

le inognite D

lk

(o D

�

lk

, elementi della matrie della trasformazione he i

ondue alla base di HF) ompaiono non linearmente nel termine potenziale

dell'energia.
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Si tratta inoltre di un sistema di equazioni aoppiate dato he, a �ssato

k, ogni equazione ontiene tutti i possibili valori di l. Una volta risolte le

eq. (1.89) le funzioni d'onda di partiella singola he minimizzano l'energia

del sistema e rendono diagonale l'Hamiltoniana di partiella singola saranno

date da

'

k

=

X

l

D

�

lk

�

l

Abbiamo os�� derivato un'Hamiltoniana di partiella singola he, in se-

onda quantizzazione, si srive
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(1.90)

Il determinante di Slater ostruito oupando gli A livelli pi�u bassi de�niti

dagli autovalori e dalle autofunzioni della (1.90) orrisponde ad una energia

E he �e stazionaria rispetto a piole variazioni della funzione d'onda.

Essa sar�a data (fr 1.60) da

E

HF

0

= hHF j

^

HjHF i =

A

X

i=1

�

i

�

1

2

A

X

i;j=1

�v

ij;ij

(1.91)

e quindi non oinide on la somma delle �

i

. Infatti

�

i

= t

ii

+

A

X

j=1

�v

ij;ij

e per alolare l'energia del sistema oorre ontare una sola volta l'interazio-

ne �v

ij;ij

tra una oppia di partielle, donde la neessit�a del seondo termine

nella (1.91).
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1.6 Equazioni di HF nello spazio delle oor-

dinate

Riprendiamo l' equazione (1.83) nella base di HF, in ui tanto h he � sono

diagonali:
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(1.92)

ossia, espliitando gli elementi di matrie,
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) (1.93)

dove le f'

K

g sono un insieme ONC he ostituisono la base di Hartree{Fok.

Moltiplihiamo ora ambo i membri della (1.93) per '

k

(~r) e sommiamo su

k utilizzando la propriet�a di hiusura,
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(1.94)

ovvero, ambiando k

0

in k,
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he sono le equazioni di Hartree{Fok nello spazio delle oordinate.
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1.6.1 Parentesi sulla matrie densit�a di partiella sin-

gola nello spazio delle on�gurazioni

Nelle equazioni di Hartree{Fok (1.95) possiamo far omparire la matrie

densit�a di partiella singola nello spazio delle on�gurazioni. Infatti partendo

dalla solita de�nizione

�

ll
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= h�ĵ

y

l

0

̂

l

j�i (1.96)

e introduendo gli operatori di ampo,
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in termini dei quali
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otteniamo, sostituendo le (1.97) e (1.98) nella (1.96):
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per ui sriveremo
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dove si �e de�nita la matrie densit�a di partiella singola nello spazio delle

on�gurazioni ome:
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Si noti ora he, nella base di HF delle f'

k

g, �

kk

0

�e diagonale. Pertanto la

matrie densit�a di partiella singola nello spazio delle on�gurazioni e nella

base di HF diventa
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he, per ~r =

~

r

0

, fornise

�(~r) =

A
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(~r)j

2

(1.103)

oinidente on la densit�a del sistema.

Possiamo ora risrivere le equazioni di HF (1.95) nello spazio delle on�-

gurazioni utilizzando la preedente de�nizione di densit�a di partiella singola:
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(1.104)

In questo sistema di A equazioni (una per ogni k) il termine
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risulta essere un potenziale loale (il potenziale di Hartree), dipendente dalla

densit�a loale �(~r), mentre
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�e un potenziale non loale (o di sambio) he deve la sua origine all'antisim-

metrizzazione della funzione d'onda globale del sistema. La sua azione su

una funzione d'onda '

k

(~r

0

) si esplia integrando su tutto lo spazio:
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) :

Sriveremo pertanto le equazioni di Hartree{Fok nella forma ompatta:
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Esse fornisono, per un sistema diA fermioni, la \miglior" desrizione possibi-

le in termini di fermioni indipendenti. Come appare espliitamente dalla loro

struttura, le equazioni di Hartree{Fok ostituisono un sistema di equazioni

integro{di�erenziali, non lineari.
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1.6.2 Equazioni di HF per un sistema omogeneo in�-

nito

In un sistema in�nito l'omogeneit�a dello spazio impone he le funzioni d'onda

di partiella singola possano solo essere onde piane, ome nel aso di un

sistema non interagente. Si pu�o infatti dimostrare he in questo aso le onde

piane sono, e�ettivamente, le soluzioni delle equazioni di HF.

Poniamo

'

k

(~r) =

1

p

V

e

i

~

k�~r

dove V �e un volume di normalizzazione e sostituiamo nelle (1.95):
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(~r) : (1.108)

In essa si �e trasformata la

P

A

i=1

in �

P

k

0

�k

F

dove, nel aso di nuleoni on spin

s ed isospin t, � = (2s+1)(2t+1) e k

F

�e l'impulso di Fermi, he orrisponde

al massimo numero d'onda oupato nello stato fondamentale.

La (1.108) si pu�o failmente risrivere nella forma (generalmente il poten-

ziale d'interazione v pu�o dipendere da ~r;

~

r

0

solo attraverso la loro di�erenza,

~r �

~

r

0

; qui inoltre assumiamo he esso non dipenda dallo spin e dall'isospin

dei nuleoni):
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dove �e evidente he le '

k

(~r) sono soluzioni delle equazioni di Hartree{Fok,

appartenenti agli autovalori:
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+ U

H

� U

F

�

~

k

�

(1.110)

avendo posto

U

H

=

A

V

Z

d

~

r

0

v(~r �

~

r
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) � �

0

Z

d~xv(~x)
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�e la densit�a del sistema e j

1

la funzione sferia di

Bessel di ordine uno.

Infatti, onosendo le soluzioni espliite per le funzioni d'onda di HF di

un sistema omogeneo in�nito, si pu�o failmente ottenere la orrispondente

matrie densit�a di partiella singola nello spazio delle on�gurazioni. Per

materia nuleare in�nita �e � = 4, per ui
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Capitolo 2

Metodo TDHF

Il metodo di Hartree{Fok dipendente dal tempo (TDHF) genera, ome si ve-

dr�a nel seguito, funzioni d'onda he desrivono un sistema (ad esempio un nu-

leo) la ui distribuzione di densit�a osilla nel tempo (ovvero vibra). Quindi la

teoria TDHF rappresenta la orretta formulazione dei modelli fenomenologii

vibrazionali omunemente usati per i nulei atomii.

Da questo punto di vista il TDHF pu�o anhe essere onsiderato il ome

miglior metodo (da un punto di vista euristio) per poter dedurre le equazioni

RPA.

Esso venne proposto da Dira nel 1930 per gli atomi e suessivamente

ripreso da Forrel (1957) per i nulei. La presentazione he se ne da qui �e

basata sul teorema di Thouless.

Teorema di Thouless

Il teorema di Thouless a�erma he se jGi �e un generio determinante di

Slater (funzione d'onda fattorizzata in prodotto di stati di partiella singola),

per es. jHF i, un qualunque altro determinante di Slater jG

0

i, non ortogonale

a jGi, pu�o essere espresso nella forma

jG

0

i = N exp

2

4

1

X

m=N+1

N

X

i=1

�



mi

â

y

m

â

i

�

3

5

jGi (2.1)

dove N �e una ostante di normalizzazione (he d'ora in avanti tralasere-

mo) m �e uno stato di partiella ed i uno stato di buo relativamente al

determinante di partenza jG >.

Nella (2.1) jGi �e un determinante di Slater di N partielle in seonda

29
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quantizzazione:

jGi = â

y

k

1

â

y

k

2

: : : â

y

k

N

j0i

in ui gli N stati pi�u bassi (in energia) sono oupati, osih�e â

y

k

N

j0i �e lo

stato di partiella singola di energia pi�u elevata nella distribuzione di Fermi.

Lo stato (2.1) prende il nome di funzione d'onda variazionale di Thouless.

Osserviamo anzitutto he �e

2

4

1

X

m=N+1

N

X

i=1

(

mi

â

y

m

â

i

)

3

5

r

= 0 (r > N) (2.2)

Infatti gli â

i

onsiderati sono soltanto in numero di N e una potenza on

r > N deve ontenere almeno un â

2

i

he, per le regole di antiommutazione,

�e identiamente nullo e annulla jGi, se appliato ad esso.

La (2.2) implia he soltanto i primi N + 1 termini della serie di potenze

in ui si pu�o sviluppare l'esponenziale nella (2.1) danno ontributi non nulli.

Notiamo inoltre he gli N operatori:

1

X
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on i = 1; 2 : : :N (2.3)

ommutano fra di loro, ossia
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â

i

;

1

X

m

0

=N+1



m

0

j

â
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= 0 (2.4)

Infatti dall'identit�a:

[A;BC℄ = fA;BgC � B fA;Cg

segue
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y

m

0

fâ
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= 0 (2.5)

e i�o vale per tutte le oppie di termini nella (2.4).

Pertanto risriviamo la (2.1) nella forma:
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e poih�e gli operatori entro parentesi tonda, sommati nell'esponente della

(2.6), ommutano fra loro grazie alla (2.4), si pu�o srivere l'esponenziale della

somma ome prodotto di esponenziali, fattorizzando la (2.6) ome segue:
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Y

i=1

exp
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â

i

1

A

jGi (2.7)

Inoltre poih�e, ome si �e gi�a osservato, â

2

i

= 0, dallo sviluppo in serie di

potenze di iasun esponenziale ontenuto nel produttorio restano soltanto i

primi due termini:
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â

i

1

A

jGi

=

N

Y

i=1

0

�

1 +

1

X

m=N+1



mi

â
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â

y

2

: : : â
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dove si �e tenuto onto he:

1. i singoli â

y

k

ommutano on tutte le parentesi ontenenti operatori â

i

on i 6= k;

2. â

j

â

y

j

j0 >= (1� â

y

j

â

j

)j0 >= j0 >.

Se ora de�niamo degli operatori:
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la (2.8) si pu�o risrivere pi�u sempliemente nella forma:
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: : :

^
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j0i : (2.10)

Essa �e anora, espliitamente, un determinante di Slater, e quindi esprimibile

mediante una (nuova) base ONC di funzioni d'onda di partiella singola,

purh�e he gli operatori

^

b obbedisano alla stessa algebra degli operatori â.

Si osservi inoltre he non solo jG

0

i non �e ortogonale a jGi, ma anzi
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Dimostriamo ora he gli operatori

^

b

i

obbedisono alla medesima algebra

degli â

i

. Dalla de�nizione (2.9) si ottiene:
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â

m

;

1

X

n=N+1



nj

â

y

n

9

=

;

= Æ

i;j

+

1

X

m=N+1

1

X

n=N+1



�

mi



nj

n

â
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dove si �e tenuto onto del fatto he i e j indiano stati sotto il mare di Fermi,

mentre m e n indiano stati sopra il mare di Fermi, quindi mai oinidenti

on i; j. Pertanto:

n
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i

;

^
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o

= Æ
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1

X

m=N+1



�
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mj

: (2.12)

La (2.12) implia he l'algebra �e onservata (nel passaggio dagli â agli

operatori

^

b) a meno di termini in 

2

, he saranno trasurabili solo se i  sono

quantit�a molto piole rispetto a 1. Pi�u espliitamente si ha:

n
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se i 6= j

(2.13)
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Per onseguenza lo stato espresso dal teorema di Thouless �e, a sua volta,

un determinante di Slater solo a meno di termini O(

2

).

In generale, se vogliamo srivere per un nuleo omposto di A fermioni

una funzione d'onda he, pur essendo approssimata, sia ad ogni istante di

tempo un determinante di Slater j�(t)i sriveremo, seondo il teorema di

Thouless,

j�(t)i = exp

8

<

:

X

m;i



mi

(t)â

y

m

â

i

9

=

;

jHF i (2.14)

dove jHF i �e il determinante di Hartree{Fok statio, tale he

E

0

= hHF j

^

HjHF i

e la dipendenza dal tempo �e ontenuta nei oeÆienti (per ora arbitrari,

purh�e pioli) 

mi

. Si usa la solita notazione, in base alla quale n;m indiano

stati di partiella rispetto ad jHF i (n;m > A) mentre i; j indiano stati di

bua (i; j � A).

Una propriet�a he sar�a utile nel seguito si ottiene dal prinipio variazio-

nale (1.8) appliato allo stato jHF >:

hÆ(HF )j

^

H � EjHF i = 0 : (2.15)

dove sriviamo la variazione dello stato nella forma

jHF + Æ(HF ) >= exp
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X
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X
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â
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m

â
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3

5

jHF > (2.16)

i oeÆienti 

mi

essendo in�nitesimi (ed eventualmente indipendenti dal tem-

po). Il teorema di Thouless i garantise he la (2.16) �e anora un determi-

nante di Slater.

Sviluppando allora la (2.16) e sostituendo nella (2.15) si ottiene

hÆ(HF )j
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H � EjHF i

=< HF j
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y

i

â

m

�

^
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jHF >= 0 : (2.17)
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Ma poih�e i 

�

mi

sono indipendenti tra loro, ne segue he la (2.17) �e soddisfatta

solo se imponiamo, separatamente:

hHF jâ

y

i

â

m

^

HjHF i = 0 (2.18)

hHF j

^

Hâ

y

m

â

i

jHF i = 0 (2.19)

la seonda ondizione essendo onseguenza della relazione, analoga alla (2.15),

in ui la variazione dello stato sia nel \ket" anzih�e nel \bra".

2.1 Idea base del metodo TDHF

Il metodo di Hartree{Fok dipendente dal tempo si basa anora una volta

sul prinipio variazionale illustrato nel primo apitolo, ma onsiderando la

sua naturale estensione all'equazione di Shr�odinger dipendente dal tempo

(laddove nel apitolo 1 si lavora sull'equazione stazionaria).

Utilizziamo pertanto la funzione d'onda di Thouless [eq.(2.14) e propo-

niamoi di determinare i oeÆienti 

mi

(t) he in essa ompaiono imponendo

il seguente prinipio variazionale:

hÆ�(t)j

 

^

H � i�h

�

�t

!

j�(t)i = O(

2

) (2.20)

dove si �e posto O(

2

) anzih�e zero, tenendo onto del fatto he il teorema di

Thouless stesso �e valido allo stesso ordine nei oeÆienti dello sviluppo. (i

oeÆienti  devono omunque essere in�nitesimi).

Abbiamo quindi il seguente quadro

� Hartree{Fok statio

equazione stazionaria di Shr�odinger

^

Hj�i = Ej�i

m

prinipio variazionale statio hÆ�j

^

H � Ej�i = 0

� TDHF

equazione temporale di Shr�odinger

^

Hj�(t)i = i�h

�

�t

j�(t)i

m

prinipio variazionale dinamio hÆ�(t)ji�h

�

�t

�

^

Hj�(t)i = 0
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L'Hamiltoniana del sistema (nella base di Hartree{Fok) si pu�o sri-

vere ome segue (per la deduzione di questa formula si veda il paragrafo

suessivo):
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H =
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â

�

0

�

(2.21)

dove

�

�

= t

��

+

A

X

j=1

�v

�j;�j

e N(: : :) �e il prodotto normalmente ordinato. Il seondo termine (he non

ha natura operatoriale) a seondo membro della (2.21) permette di ottenere

dal valor medio di

^

H in jHF > il orretto autovalore di energia dello sta-

to fondamentale; il terzo termine, per de�nizione di prodotto normale, non

ha e�etto sullo stato jHF >, ma i suoi elementi di matrie potranno even-

tualmente essere diversi da zero in stati diversi, quali quelli prodotti dallo

sviluppo (2.14).

Al �ne di rendere pi�u espliita l'equazione variazionale (2.20), valutiamo

dapprima, separatamente, < �(t)j

^

Hj�(t) > e < �(t)j�=�tj�(t) >, riservan-

doi di farne suessivamente la variazione rispetto ai parametri in�nitesimi
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Consistentemente on la (2.20) terremo solo termini sino all'ordine 

2

. In tal

aso:
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e analogamente per l'operatore hermitiano oniugato. Avremo quindi:
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â

n

â
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Notiamo subito he il seondo e il terzo termine sono nulli in virt�u delle

relazioni (2.18) e (2.19), he esprimono la ondizione di minimo per lo stato

di HF quando si applia il prinipio variazionale statio.

Vieversa la valutazione del quarto termine nella (2.24) rihiede un

erto numero di onsiderazioni e si e�ettua utilizzando il teorema di Wik,

per riondurre il valor medio su jHF > di prodotti di 4 o pi�u operatori di

reazione e distruzione a prodotti di opportune ontrazioni fra i medesimi.

Sostituiamo la forma espliita (2.21) dell'Hamiltoniana:
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â

�

â
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â

y

m

â
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i) termine di partiella singola (riordiamo he m;n > A e i; j � A)
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y

j

â
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â

y

j

�

�

(â
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â

y

j

�

�

(â
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â

y

m

�

��

(â
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ii) il seondo termine ({number) dell'Hamiltoniana fornise:
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iii) termine on il prodotto normale. In questo termine si pu�o proedere ap-

pliando il teorema di Wik ome se il prodotto normale non i fosse,

on l'eezione he gli operatori on indii j; n;m; i non si possono on-

trarre tutti fra di loro perh�e in tal aso resterebbe hHF jN (: : :) jHF i

he, ome noto, �e identiamente nullo.

Si hanno quattro asi:
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(â

i

)

Æ

jHF i

= �Æ

�;i

Æ

�

0

;m

Æ

�;n

Æ

�

0

;j

(2.28)
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(â

y

m

)

ÆÆ

(â
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4.

hHF j(â
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(â

n

)

��

N

n

(â
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Quindi:
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In�ne l'espressione ompleta del quarto termine, eq.(2.25), risulta:
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Per la valutazione del quinto termine nella (2.24) sostituiamo anhe

questa volta l'espressione espliita dell'Hamiltoniana:
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â

j

jHF i

+

1

8

X

��;�

0

�

0

�v

��;�

0

�

0

hHF jN

�

â
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I primi due termini sono nulli perh�e impliano almeno una ontrazione del

tipo (â

y

m(n)

)

�

(â

i(j)

)

�

, he si annulla dato he indii del tipo i; j non possono

mai oinidere on indii tipo m;n.

Resta pertanto da valutare l'ultimo termine. Anhe per esso si presentano

quattro asi, on selte diverse delle possibili ontrazioni:
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(â

y

m

)

ÆÆ

(â
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Pertanto il quinto termine della (2.24) risulta:
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â

�

0

�

â
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Per il sesto termine della (2.24), in modo del tutto analogo, si trova:
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Allora, mettendo assieme i risultati preedenti, eq.(2.33), (2.39), (2.40),

e riordando he
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si ottiene
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A questo punto riordiamo he, per impostare il prinipio variazionale

(2.20), si deve anora alolare

h�(t)ji�h

�

�t

j�(t)i =

= hHF je

P

n;j



�

nj

(t)â
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â

n

i�h

�

�t

e

P

m;i



mi

(t)â
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y

j

â
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y

m

â
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Riordiamo qui, per iniso, he lo stato j�(t)i non �e normalizzato a 1

(h�(t)j�(t)i 6= 1), ma valgono tuttavia le relazioni:

h�(t)jHF i = 1 e hHF jHF i = 1: (2.43)
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Possiamo ora imporre la ondizione variazionale (2.20), riordando he

una variazione sullo stato j� > �e esprimibile ome segue:
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e analoga relazione vale per lo stato duale (he andr�a variato rispetto ai 

�

mi

).

Sriviamo pertanto la (2.20) nella forma:
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e poih�e le variazioni (in�nitesime) Æ
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sono arbitrarie e indipendenti tra

loro, la (2.45) sar�a soddisfatta solo imponendo, separatamente:
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Dalle espressioni (2.41) e (2.42) disendono in�ne le equazioni:
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he sono, di fatto, le equazioni di Hartree{Fok dipendenti dal tempo. Co-

me si vede, si tratta di un sistema di equazioni di�erenziali del prim'ordine

aoppiate per i oeÆienti (in linea di prinipio in�niti) 

mi

(t), noti i quali

possiamo srivere lo stato del sistema j�(t) > e la sua evoluzione nel tem-

po. Osserviamo he, pi�u orrettamente, le soluzioni delle equazioni suddette



42 CAPITOLO 2. METODO TDHF

fornisono non uno, ma diversi stati del sistema, he identi�heremo, nel-

l'ambito dello shema di approssimazione onsiderato (TDHF), on gli stati

eitati del sistema stesso.

Riordiamo he, vieversa, il prinipio variazionale stazionario fornise

direttamente, per de�nizione, lo stato fondamentale del sistema in approssi-

mazione di ampo medio; la legge di evoluzione temporale per questo stato

(jHF >) �e quella tipia degli stati stazionari se i limitiamo a onsiderare

ome operatore Hamiltoniano la

^

H

HF

. Tuttavia jHF > non �e autostato del-

l'Hamiltoniana ompleta

^

H e infatti l'e�etto dell'interazione residua [ultimo

termine della (2.21)℄ pu�o produrre, nell'evoluzione temporale del sistema,

una misela di autostati di

^

H

HF

.

Una situazione onreta alla quale �e stato appliato questo tipo di forma-

lismo riguarda gli stati eitati nuleari di tipo vibrazionale, dei quali sono

stati osservati numerosi esempi; molti di essi non sono rionduibili a moti di

singole partielle, ma piuttosto a modi ollettivi di eitazione orrispondenti

a frequenze ben de�nite.

Possiamo allora erare, fra le soluzioni delle equazioni TDHF (2.48), se

esistono soluzioni osillanti nel tempo, del tipo:
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(2.49)

dove 
 �e la frequenza (reale) di osillazione, omune a tutti i gradi di libert�a

partiella{buo (m; i) he ompongono lo stato j� >.

Sostituiamo pertanto la (2.49) nella (2.48):
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e poih�e i due esponenziali sono linearmente indipendenti, la (2.50) sar�a

soddisfatta eguagliando separatamente i oeÆienti di e

�i
t

e di e

i
t

nei due

membri dell'equazione:
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Si noti he la seonda equazione �e sritta prendendo la omplessa oniuga-

ta dell'equazione he deriverebbe dalla (2.50); pertanto si sarebbe dovuto

srivere
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+
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�
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Z

nj

+ �v

�
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Y

nj

i

= ��h
Z

mi

ma dato he tanto le energie he gli elementi di matrie del potenziale sono

quantit�a reali si �e tolto il simbolo di oniugazione omplessa.

Le equazioni (2.51) e (2.52) sono note in letteratura ome equazioni

RPA: esse appaiono qui ome una naturale estensione della teoria di HF

stazionaria.

2.1.1 Deduzione dell'espressione dell'Hamiltoniana pre-

edentemente usata mediante il teorema di Wik

Applihiamo il teorema di Wik, gi�a usato nel apitolo preedente, per ri-

srivere formalmente il prodotto di 4 operatori ontenuto nel termine di in-

terazione a due orpi dell'Hamiltoniana ome segue (si assume ome vuoto

lo stato jHF >):
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â

�

0

â
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â

�

0

�

+ hHF jâ
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â

�

0

jHF ihHF jâ
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Si noti he la ontrazione
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�e zero per un vuoto he onserva il numero di partielle (e pertanto non �e stata

qui onsiderata), ma non, ad esempio, nel aso di un sistema superonduttore

o superuido.

Consideriamo quindi l'Hamiltoniana in seonda quantizzazione
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, dove �v
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�e l'elemento di matrie antisimmetrizzato dell'interazione a due

orpi, e risriviamola utilizzando la (2.53):
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â

�

0

�

+

+ hHF jâ
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â

�

0

�

� hHF jâ
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Tenendo ora onto della propriet�a di antisimmetrizzazione
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sambi rispetto ai quali l'Hamiltoniana �e ovviamente invariante, potremo

srivere, rispetto a un vuoto qualunque (purh�e tale he onservi il numero

di partielle):
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â

�

0

�

+

1

4

N

�

â
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In�ne utilizzando la relazione (ovvia \risrittura" del teorema di Wik)
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Nella (2.57) il primo termine �e un operatore ad un orpo e pu�o essere

diagonalizzato on una onveniente selta della base di partiella singola; la
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base di HF, in partiolare, �e stata proprio ottenuta per soddisfare la relazione

[si veda l'eq.(1.83)℄:
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Pertanto, nella base di HF, l'operatore Hamiltoniano
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nientemente risrivere nella forma:
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â

y

�

â
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:

Riordiamo he, per de�nizione, il determinante di Slater ostruito on

funzioni d'onda di HF �e lo stato fondamentale dell'Hamiltoniana:

^

H

0

=

X

�

�

�

â
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Quindi un onfronto on la Hamiltoniana totale (2.59) i permette di de�nire

l'interazione residua ome:
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Essa interviene in qualsiasi shema teorio he vada oltre l'approssima-

zione di Hartree{Fok indipendente dal tempo, ome si �e visto nel paragrafo

preedente nel aso di HF dipendente dal tempo e ome si vedr�a anhe in

seguito. Notiamo espliitamente he, per de�nizione di prodotto normale (in

questo aso rispetto alla base HF) il valor medio di V

res

nello stato jHF >

�e identiamente nullo, mentre suoi elementi di matrie in stati diversi (qua-

li, ad esempio, gli stati partiella{bua del paragrafo preedente) possono

produrre orrezioni agli autovalori ed autostati del sistema.
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All'ordine dominante nelle ampiezze 

mi

(t) lo stato j�(t)i os�� determinato

�e soluzione dell'equazione di Shr�odinger temporale
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y

�

â
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he �e lo sviluppo di

^

H seondo l'ordinamento normale rispetto a j�(t)i ove

si trasuri l'interazione residua.



Capitolo 3

Tamm-Dano�

Data un' Hamiltoniana di many-body
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(3.2)

L' esatta diagonalizzazione di

^

H nel set di stati suddetto non �e fattibi-

le. Supponiamo per�o di poter limitare tali sviluppi [(3.1),(3.2)℄ a stati on

1p-1h (ossia del tipo â

y

m

â

i

jHF i): essi sono on�gurazioni del modello a shell

pi�u basse in energia e dovrebbero quindi essere importanti per gli stati e-

itati di bassa energia a parit�a negativa (per esempio eitati da un ampo

elettromagnetio).

47
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Assumiamo pertanto
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In partiolare, per garantire in modo semplie l' ortogonalit�a tra j0i e j�i, si
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i�o implia he le orrelazioni saranno presenti solo negli stati eitati, ma

non nel fondamentale [l' RPA permette invee di superare questa limitazione℄.
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oppure, tenendo onto del fatto he
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â

j

i

jHF i =

=

X

nj

(E

�

� E

HF

0

) hHF jâ
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Queste sono le eq. di Tamm-Dano� (TD) per i oeÆienti C

�

mi

.
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â

s

1

A

; â
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â

y

n

â
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â

s

Æ

r;j

+ â
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â

y

n

â
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â

y

s

â
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y

n

â
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â

m

â
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â

y

r

â
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Riordando inoltre la de�nizione di energie di partiella singola in HF :

t

kk

0

+

A

X

i=1

�v

ki;k

0

i

= �

k

Æ

k;k

0

;

hHF jâ

y

i

â

m

h

^

H; â

y

n

â

j

i

jHF i = Æ

i;j

Æ

m;n

(�

m

� �

i

) + �v

jm;ni

Le equazioni TDA diventano in�ne (on E

HF

0

= 0):

X

nj

C

�

nj

[Æ

i;j

Æ

m;n

(�

m

� �

i

) + �v

mj;in

℄ = E

TDA

�

C

�

mi

(3.10)

ovvero

X

nj

C

�

nj

�v

mj;in

=

h

E

TDA

�

� (�

m

� �

i

)

i

C

�

mi

(3.11)

Signi�ato dell elemento di matrie dell' interazione:

inserirediagrammipag63

�v

mj;in

v

mj;in

v

mj;ni

(3.12)

Infatti diagrammi

per onvenzione indihiamo:

i<A ) i hole state

m>A ) m partile state

quindi

Modello sematio
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Assumiamo he l' interazione sia separabile negli indii p-h:

�v

mj;in

= �D

mi

D

�

nj

(3.13)

dove, per esempio,

D

mi

= hmjr

2

Y

2�

(�; ')jii

sia l' elemento di matrie di un operatore di �ssata moltepliit�a (i�o implia

erte ondizioni nel momento angolare totale della oppia p-h on numeri

quantii (m,i) ).

L' eq. (3.11) diventa allora:

h

E

TDA

�

� (�

m

� �

i

)

i

C

�

mi

= �D

mi

X

nj

D

�

nj

C

�

nj

e ponendo

K

�

= �

X

nj

D

�

nj

C

�

nj

(3.14)

si trova subito

C

�

mi

=

K

�

D

mi

E

TDA

�

� (�

m

� �

i

)

(3.15)

Ovviamente gli stati j�i devono essere ortonormalizzati:

h�j�

0

i = Æ

�;�

0

il he impone la ondizione:

h�j�

0

i =

X

mi;nj

C

��

mi

C

�

0

nj

hHF jâ

y

i

â

m

â

y

n

â

j

jHF i

)

X

mi

C

��

mi

C

�

0

mi

= Æ

�;�

0

(3.16)

Utilizzando le espressioni (3.15):

X

mi

K

�

�

K

�

0

 

D

�

mi

E

TDA

�

� �

m

+ �

i

! 

D

mi

E

TDA

�

� �

m

+ �

i

!

= Æ

�;�

0

e in partiolare, per � = �

0

:

jK

�

j

2

X

mi

jD

mi

j

2

(E

TDA

�

� �

m

+ �

i

)

2

= 1
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Figura 3.1: Soluzione gra�a dell' eq.

jK

�

j

�2

=

X

mi

jD

mi

j

2

(E

TDA

�

0

� �

m

+ �

i

)

2

Inoltre sostituendo la (3.15) nella (3.14) otteniamo

K

�

= �

X

nj

D

�

nj

K

�

D

nj

(E

TDA

�

� �

n

+ �

j

)

da ui le eq. TDA si possono srivere ome

X

mi

jD

mi

j

2

E

TDA

�

� �

m

+ �

i

=

1

�

: (3.17)

Le soluzioni per E

TDA

�

si trovano studiando le intersezioni della fz. a

primo membro on la ostante 1=�.

A parte le intersezioni prossime a valori E

mi

' �

m

� �

i

(stati eitati

imperturbati) si trover�a in generale una soluzione di energia spinta verso l'

alto (se � > 0) o verso il basso (se � < 0).
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3.1 Derivazione di TDA e RPA ol metodo

delle equa- zioni del moto

Consideriamo di nuovo il set di autostati (esatti) dell' Hamiltoniana

^

H:

^

Hj�i = E

�

j�i (3.18)

e de�niamo degli operatori

^

Q

y

�

tali he

j�i =

^

Q

y

�

j0i ;

^

Q

�

j0i = 0 : (3.19)

Per esempio si potrebbe porre

^

Q

y

�

= j�ih0j

Dall' eq. di Shr�odinger (3.18) segue he:

h

^

H;

^

Q

y

�

i

j0i =

�

^

Hj�i �

^

Q

y

�

E

0

j0i

�

= (E

�

� E

0

)

^

Q

y

�

j0i (3.20)

Moltiplihiamo salarmente la (3.20) per uno stato arbitrario, espresso ome

h0jÆ

^

Q:

h0jÆ

^

Q

h

^

H;

^

Q

y

�

i

j0i = (E

�

� E

0

)h0jÆ

^

Q

^

Q

y

�

j0i (3.21)

e poih�e

h0j

h

^

H;

^

Q

y

�

i

Æ

^

Qj0i = E

0

h0j

^

Q

y

�

Æ

^

Qj0i � h0j

^

Q

y

�

^

HÆ

^

Qj0i = 0 ;

la (3.21) si potr�a risrivere tramite un doppio ommutatore

h0j

h

Æ

^

Q;

h

^

H;

^

Q

y

�

ii

j0i = (E

�

� E

0

)h0j

h

Æ

^

Q;

^

Q

y

�

i

j0i (3.22)

Fin qui non si �e fatta aluna approssimazione e, poih�e gli stati h0jÆ

^

Q rio-

prono l' intero spazio di Hilbert, la (3.22) �e equivalente all' eq. di Shr�odinger

esatta, (3.18).

Per ottenere la TDA poniamo

j0i ' jHF i (3.23)

^

Q

y

�

=

X

mi

C

�

mi

â

y

m

â

i

(3.24)
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Con questo i si limita al sottospazio di eitazioni 1p-1h; in partiolare

sar�a

h0jÆ

^

Q =

X

mi

ÆC

�

mi

iHF jâ

y

i

â

m

e la (3.22) diventa

X

nj

C

�

nj

hHF j

h

â

y

i

â

m

; [

^

H; â

y

n

â

j

℄

i

jHF i = E

TDA

�

C

�

mi

he oinide on le eq. di Tamm-Dano� viste sopra.

Il metodo usato qui, tuttavia, pu�o essere immediatamente genaralizzato

utilizzando un operatore

^

Q

y

�

del tipo:

^

Q

y

�

=

X

m>A;i�A

n

X

�

mi

â

y

m

â

i

� Y

�

mi

â

y

i

â

m

o

: (3.25)

Questa forma implia uno stato fondamentale diverso da jHF i (altrimenti

il termine on le Y non agirebbe mai). In partiolare possiamo immaginare

uno stato fondamentale he ontenga, rispetto ad jHF i, stati on 2p-2h; in

tal aso, agendo on

^

Q

y

�

potremo non solo reare ma anhe distruggere oppie

p-h.

Lo stato fondamentale ottenuto in tale approssimazione (he �e detta

Random Phase Approximation o RPA) sar�a de�nito dall' equazione

^

Q

y

�

jRPAi =

X

m;i

n

X

��

mi

â

y

i

â

m

� Y

��

mi

â

y

m

â

i

o

jRPAi = 0 : (3.26)

Dalla (3.25) disende anhe he un generio stato h0jÆ

^

Q si sriver�a

h0jÆ

^

Q) hRPAj

X

m;i

n

ÆX

�

mi

â

y

i

â

m

� ÆY

�

mi

â

y

m

â

i

o

jRPAi = 0

e quindi dipende dalle variazioni indipendenti degli X

mi

e Y

mi

.

Sostituendo ora nella (3.26) le assunzioni fatte sin qui:

X

mn>A;ij�A

hRPAj

h

(ÆX

�

mi

â

y

i

â

m

� ÆY

�

mi

â

y

m

â

i

);

h

^

H; (X

�

nj

â

y

n

â

n

� Y

�

nj

â

y

j

â

n

)

ii

jRPAi

= �h


�

X

mn;ij

hRPAj

h

(ÆX

�

mi

â

y

i

â

m

� ÆY

�

mi

â

y

m

â

i

); (X

�

nj

â

y

n

â

j

� Y

�

nj

â

y

j

â

n

)

i

jRPAi
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Poih�e i ÆX e ÆY sono indipendenti, dall' equazione preedente se ne

ottengono due; si �e posto inoltre;

�h


�

= E

RPA

�

� E

RPA

0

(energia di eitazione dello stato j�i in RPA).

X

mn;ij

ÆX

�

mi

hRPAj

h

â

y

i

â

m

;

h

^

H; (X

�

nj

â

y

n

â

j

� Y

�

nj

â

y

j

â

n

)

ii

jRPAi =

= �h


�

X

mn;ij

ÆX

�

mi

hRPAj

h

â

y

i

â

m

; (X

�

nj

â

y

n

â

j

� Y

�

nj

â

y

j

â

n

)

i

jRPAi

(3.27)

X

mn;ij

ÆY

�

mi

hRPAj

h

â

y

m

â

i

;

h

^

H; (X

�

nj

â

y

n

â

j

� Y

�

nj

â

y

j

â

n

)

ii

jRPAi =

= �h


�

X

mn;ij

ÆY

�

mi

hRPAj

h

â

y

m

â

i

; (X

�

nj

â

y

n

â

j

� Y

�

nj

â

y

j

â

n

)

i

jRPAi (3.28)

Le equazioni RPA risultano pertanto:

X

n>A;j�A

hRPAj

h

â

y

i

â

m

;

h

^

H; (X

�

nj

â

y

n

â

j

� Y

�

nj

â

y

j

â

n

)

ii

jRPAi =

= �h


�

X

nj

hRPAj

h

â

y

i

â

m

; (X

�

nj

â

y

n

â

n

� Y

�

nj

â

y

j

â

n

)

i

jRPAi (3.29)

X

n>A;j�A

hRPAj

h

â

y

m

â

i

;

h

^

H; (X

�

nj

â

y

n

â

j

� Y

�

nj

â

y

j

â

n

)

ii

jRPAi =

= �h


�

X

nj

hRPAj

h

â

y

m

â

i

; (X

�

nj

â

y

n

â

j

� Y

�

nj

â

y

j

â

n

)

i

jRPAi (3.30)

ovvero, pi�u sintetiamente

hRPAj

h

â

y

i

â

m

;

h

^

H;

^

Q

y

�

ii

jRPAi = �h


�

hRPAj

h

â

y

i

â

m

;

^

Q

y

�

i

jRPAi (3.31)

hRPAj

h

â

y

m

â

i

;

h

^

H;

^

Q

y

�

ii

jRPAi = �h


�

hRPAj

h

â

y

m

â

i

;

^

Q

y

�

i

jRPAi (3.32)
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Per alolare i valori medi nello stato jRPAi oorrerebbe onosere a

priori lo stato stesso. In partiolare, sfruttando le propriet�a di antiommu-

tazione degli operatori â , â

y

, sriveremo:

[â

y

i

â

m

; â

y

n

â

j

℄ = â

y

i

fâ

m

; â

y

n

gâ

j

� â

y

n

fâ

y

i

; â

j

gâ

m

= Æ

m;n

â

y

i

â

j

� Æ

i;j

â

y

n

â

m

= Æ

m;n

Æ

i;j

� Æ

m;n

â

j

â

y

i

� Æ

i;j

â

y

n

â

m

(3.33)

Pertanto

hRPAj[â

y

i

â

m

; â

y

n

â

j

℄jRPAi = Æ

m;n

Æ

i;j

� Æ

m;n

hRPAjâ

j

â

y

i

jRPAi

� Æ

i;j

hRPAjâ

y

n

â

m

jRPAi (3.34)

Ora se jRPAi non di�erise molto da jHF i gli ultimi due termini a

seondo membro della (3.34) si possono trasurare rispetto a 1, srivendo:

hRPAj[â

y

i

â

m

; â

y

n

â

j

℄jRPAi ' hHF j[â

y

i

â

m

; â

y

n

â

j

℄jHF i = Æ

m;n

Æ

i;j

(3.35)

Tale approssimazione �e detta di quasi bosoni in quanto gli operatori

^

B

im

= â

y

i

â

m

;

^

B

y

jn

= â

y

n

â

j

obbedisono (approssimativamente) regole di antiommutazione bosonihe.

Analogamente si avr�a

hRPAj[â

y

i

â

m

; â

y

j

â

n

℄jRPAi ' 0

hRPAj[â

y

m

â

i

; â

y

n

â

j

℄jRPAi ' 0

hRPAj[â

y

m

â

i

; â

y

j

â

n

℄jRPAi ' �Æ

m;n

Æ

i;j

:

In tale approssimazione si pu�o dare un signi�ato �sio ben preiso alle

ampiezze X

�

mi

, Y

�

mi

. Infatti l' ampiezza di probabilit�a di trovare lo stato (ph)

â

y

m

â

i

j0i nello stato eitato j�i [ovvero anhe lo stato (hp) â

y

i

â

m

j0i℄ sar�a:

�

(1)�

mi

� h0jâ

y

i

â

m

j�i = h0jâ

y

i

â

m

^

Q

y

�

j0i

= h0j

h

â

y

i

â

m

;

^

Q

y

�

i

j0i ' hHF j

h

â

y

i

â

m

;

^

Q

y

�

i

jHF i = X

�

mi

(3.36)

�

(1)�

im

� h0jâ

y

m

â

i

j�i ' hHF j

h

â

y

m

â

i

;

^

Q

y

�

i

jHF i = Y

�

mi

(3.37)
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Quindi jX

�

mi

j

2

e jY

�

mi

j

2

sono, rispettivamente, le probabili�a di trovare gli

stati partiella-buo (â

y

m

â

i

j0i) e buo-partiella (â

y

i

â

m

j0i) nello stato eitato

j�i.

Risriviamo l' eq. RPA tenendo onto della (3.35)

8

<

:

P

nj

hRPAj

h

â

y

i

â

m

;

h

^

H; (X

�

nj

â

y

n

â

j

� Y

�

nj

â

y

j

â

n

)

ii

jRPAi = �h


�

X

�

mi

P

nj

hRPAj

h

â

y

m

â

i

;

h

^

H; (X

�

nj

â

y

n

â

j

� Y

�

nj

â

y

j

â

n

)

ii

jRPAi = �h


�

Y

�

mi

(3.38)

e faiamo le seguenti posizioni

A

mi;nj

= hHF j

h

â

y

i

â

m

;

h

^

H; â

y

n

â

j

ii

jHF i (3.39)

B

mi;nj

= �hHF j

h

â

y

i

â

m

;

h

^

H; â

y

j

â

n

ii

jHF i (3.40)

ove i valori medi sono alolati direttamente in jHF i, in aordo on l'

approssimazione quasi-bosonia. Le eq. (3.39) e (3.40) impliano altres��

A

�

mi;nj

= hHF j

h

â

y

i

â

m

;

h

^

H; â

y

n

â

j

ii

y

jHF i

= �hHF j

�

â

y

m

â

i

;

h

^

H; â

y

n

â

j

i

y

�

jHF i

= hHF j

h

â

y

m

â

i

;

h

^

H; â

y

j

â

n

ii

jHF i (3.41)

e

B

�

mi;nj

= �hHF j

h

â

y

m

â

i

;

h

^

H; â

y

n

â

j

ii

jHF i (3.42)

Pertanto le eq. (3.38) si risrivono ome:

X

nj

�

A

mi;nj

X

�

nj

+B

mi;nj

Y

�

nj

�

= �h


�

X

�

mi

(3.43)

X

nj

�

B

�

minj

X

�

nj

+ A

�

minj

Y

�

nj

�

= ��h


�

Y

�

mi

(3.44)

ovvero, in forma matriiale,

 

A B

B

�

A

�

! 

X

�

Y

�

!

= �h


�

 

1 0

0 �1

! 

X

�

Y

�

!

(3.45)

on (X

�

)

mi

= X

�

mi

e (Y

�

)

mi

= Y

�

mi

.

Propriet�a delle matrii A e B :
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1) A �e hermitiana (rispetto agli indii doppi mi; nj):

A

mi;nj

= A

�

nj;mi

infatti:

hHF j

h

â

y

i

â

m

;

h

^

H; â

y

n

â

j

ii

jHF i = hHFâ

y

i

â

m

^

Hâ

y

n

â

j

+ â

y

n

â

j

^

Hâ

y

i

â

m

� â

y

i

â

m

â

y

n

â

j

^

H �

^

Hâ

y

n

â

j

â

y

i

â

m

jHF i

= hHFâ

y

i

â

m

^

Hâ

y

n

â

j

+ â

y

n

â

j

^

Hâ

y

i

â

m

� â

y

n

â

j

â

y

i

â

m

^

H � Æ

n;m

Æ

i;j

^

H

� â

y

i

â

m

â

y

n

â

j
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â

j

;

h

^

H; â
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â

m

ii

jHF i = A

�

nj;mi

(3.46)

2) B �e simmetria
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Hâ

y

i

â

m

+ â
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â

m

â
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â

n

jHF i

= �hHF j

h

â
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â

y

p

[â
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y

p

â
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℄â

r

+ â
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â

y

q

â
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â

m

; â
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