ESERCIZI SULLE CONDIZIONI DI CAUCHY-RIEMANN

Esercizio N.1

Verificare se la funzione f(z) = ¢ con ¢ € C costante ¢ analitica.

e Soluzione

f(z)=c=c¢, +1ic, ¢y €R
la funzione f(z) & continua in tutto il piano complesso C, le funzioni u e v
sono continue e derivabili:
u(x,y) =Cz, U<:U7y) :Cy )

le condizioni di Cauchy-Riemann sono verificate Vz € C:

ro_
Uy = Uy =V, =0, =0 .

Quindi una funzione costante e analitica in tutto il piano complesso.

Esercizio N.2

Verificare se la funzione f(z) = z e analitica e nel caso calcolare la sua
derivata.

e Soluzione

u, = v, = 1
u, = —v, =0
La funzione f(z) = z & analitica in tutto il piano complesso perche le

condizioni di Cauchy-Riemann sono verificate in tutto C.
La sua derivata e:

flz)=u, + 1, =1



Esercizio N.3

Verificare se la funzione f(z) = 2? ¢ analitica e nel caso calcolare la sua

derivata.

e Soluzione
f(z) = 22 = (v + iy)? = 2* — 9* + 2y

u(x,y) = 12 - y2 9 U(l’,y) = 21’y )

!/
xT
r /
y
La funzione f(z) = 2% ¢ analitica in tutto il piano complesso perche le
condizioni di Cauchy-Riemann sono verificate in tutto C.
La sua derivata e:

fl(z) = u, + v, =2z + 2iy = 22 .

Esercizio N.4
Verificare se la funzione f(z) = z* ¢ analitica e nel caso calcolare la sua
derivata.

e Soluzione

La funzione f(z) = z* non ¢ analitica perche le condizioni di Cauchy-Riemann
non sono mai verificate. . La derivata di z* non esiste quindi in alcun punto

di C.



Esercizio N.5

Verificare se la funzione f(z) = |z|* & analitica.

e Soluzione

La funzione ¢ certamente non analitica Vz # 0, poiché le condizioni di
Cauchy-Riemann sono soddisfatte solo nel punto z = 0. Tuttavia anche
in quel punto la funzione non & analitica, perché, pur esistendo la derivata
(che vale zero), non esiste un intorno dell’origine in cui f sia analitica.

Esercizio N.6

Verificare se la funzione f(z) = 1 ¢ analitica e nel caso calcolare la sua

z
derivata.

e Soluzione

1 1 T — 1y
f(Z):*: 2 2
z x+wy x*+y

d - __Y

u(z,y) R v(z,y) Y

Le funzioni u e v sono continue e derivabili in C — {0} ed in quel dominio le
condizioni di Cauchi-Riemann sono soddisfatte:

u;: y? — 22 o y? — 22 :u;
(22 + 42)2 Y (22 4 y2)?
—2xy 2xy
! ! o /
Uy = 773 2\2 ) N2 Uy -
(=% +9?) (2% +4?)

La funzione f(z) ¢ quindi analitica in C — {0}.
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La sua derivata e

f/(z):u/ +iU/ _ yQ—x2+2ixy _ (y—f—ll‘)Q __i
L R P U T LA

Vale pertanto la stessa regola di derivazione valida in campo reale

( )/_
z 22 :

Verificare se la funzione f(z) = e* ¢ analitica e nel caso calcolare la sua
derivata.

e Soluzione

f(z) =e" =" = e (cosy +isiny) .
Le funzioni

u(z,y) = e“cosy

v(r,y) = e"siny,

sono continue e derivabili in tutto il piano (z,y) e le condizioni di Cauchy-
Riemann sono soddisfatte ovunque:
! T ./
= e’ cosy = v, ,
/
y

= —e"siny = —v,

Pertanto la funzione esponenziale e analitica Vz € C e la sua derivata e

de? 9 (e”cosy) + 'Q(eg’ siny)
dz Oz Y o Y
= €"(cosy +isiny)

g eZ

Y

come nel campo reale.



Esercizio N.8

Verificare se la funzione f(z) = sin z e analitica e nel caso calcolare la sua
derivata.

e Soluzione

f(2) = sin z = sin(z + iy) = sinx cos(iy) + cos x sin(iy) .
Usando le relazioni
cos(iy) = coshy
sin(iy) = isinhy .
si deduce che le funzioni u e v sono:

u(z,y) = sinzcoshy

v(x,y) = cosxsinhy ,

continue e derivabili in tutto il piano (z,y). Le condizioni di Cauchy-Riemann
sono soddisfatte ovunque:

r o
« = coszcoshy =uv,
r . . . /
y = sinzsinhy = —v,
e pertanto la funzione sin z & analitica Vz € C.

La sua derivata e

dsi 0 0
S;:Z = %(sirm coshy)+i%(cosxsinhy)

= cosxcoshy —isinzsinhy
= coszcos(iy) — sin x sin(iy)

= cos(z+iy) =cosz .

Analogamente si puo mostrare che

dcos z

dz

= —sinz.




Esercizio N.9

: . 1 L
Verificare se la funzione f(z) = z» ¢ analitica.
e Soluzione
Le funzioni u e v sono:
1 ¥
U(I’,y) = pn COS— ,
n
i .
v(z,y) = pr»sin— |
n
dove

p =2+ y*, ¢ = arctan%

Le funzioni u(z,y) e v(z,y) sono discontinue su una semiretta uscente dal-
I'origine; per esempio, se scegliamo —m < ¢ < 7 sono discontinue e quindi
ovviamente non derivabili su R_. Le condizioni di Cauchy-Riemann sono
soddisfatte percio su C — {0} — R_ e la funzione zw ¢ analitica in quel
dominio.



