Capitolo 1

ANALISI COMPLESSA



1.7 Definizione delle funzioni In z e 2% nel pia-
no complesso

La funzione logaritmo w = In z e definita nel campo complesso Vz # 0 dalla
equazione

e’ =z, (1.51)
OVVero
efte weilm w |z|e’®18 = (1.52)
da cui segue, prendendo il modulo di ambo i membri,
eRew — 2| = Rew=1In|z|, (1.53)

dove il logaritmo del numero positivo |z| ¢ quello definito in campo reale.

Sostituendo nella ([1.52)) si ottiene

eiIm w _ iarg 2 (1_54)

Y

la cui soluzione generale ¢
Imw=argz+2mn, VneZ. (1.55)

Si rimuove I'ambiguita, insita nella stessa definizione di arg z, fissando il
valore di n (per esempio n = 0) e scegliendo un intervallo di ampiezza 27 in
cui far variare arg z, come discusso nel par Quindi

Inz=1In|z|+iarg z . (1.56)

La funzione logaritmo e percio completamente definita solo se si specifica in
che intervallo varia arg z ed & discontinua su una semiretta (taglio) uscente
dall’origine del piano complesso, perché tale e la funzione arg z, come si e
visto nel paragrafo L’origine ¢ percid una singolarita non isolata
della funzione logaritmo detta punto di diramazione (branching point); lo
stesso dicasi per il punto all’infinito. La funzione z¢, con o € C, si definisce
come

2% = eInz (1.57)

e, salvo che per a € N, soffre degli stessi problemi della funzione logaritmoﬂ
E facile dimotsrare che

dlnz 1
=—, V 0 1.58
o= Vi (1.58)
e quindi anche
A= e Va € C (1.59)
o =0z , Ya : :

8Per a € N non ci sono ambiguiti poiché eN(Inz+2min) — Nlnz
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