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Avvertenza

Questi appunti schematici del corso di Meccanica Stasigtien hanno nes-
suna pretesa di completezza. Il loro scopo € di aiutareudestte che ha seguito
le lezioni nella sitemazione e correzione dei i propri agpuPer questo motivo ci
si sofferma piu sui passaggi algebrici delle dimostrazeésulla concatenazione
logica dei concetti che non sull’ inquadramento generalie ddee e sul loro im-
patto nello sviluppo del pensiero scientifico contempooameoltre per questioni
di spazio (e di tempo!) lo studente non trovera qui granepdegli esempi e degli
esercizi che vengono illustrati a lezione e che sono a misawassenziali per un
comprensione non superficiale della materia.



Chapter 1

Prologo:
la termodinamica dei principi

Prima di affrontare lo studio dei sistemi termodinamici quéibrio con gli stru-
menti pil moderni, fondati sul metodo statistico e il limggio degli “ Ensembles”
di Gibbs, € istruttivo ripercorrere per sommi capi lo sclaelmgico proposto per
la prima volta da Clausius nel 1856, che a partire dai condietsistema termodi-
namico e stato di equilibrio porta alla definizione di enteop

E 0ggi impensabile un approccio alla termodinamica che @aguoia riferi-
mento ad un modello microscopico ( per esempio alla teonatwa dei gas o a
metodi probabilistici), ma € anche vero che la formulagiomacroscopica della
termodinamica ha un suo valore intrinseco, perché , sesagewnessun modello
interpretativo (che, si sa, € sempre un po fuorviantelgatto che € una sempli-
ficazione della realta ), sviluppa le conseguenze logiclacdni fatti sperimen-
tali, assunti come postulati della teoria. In questo sengsig formulazione, detta
"termodinamica dei principi” ha lo stesso fascino e un regtalvolta paragonabile
a quello della geometria di Euclide.

Dopo aver definito un sistentarmodinamica@ome un qualsiasi sistema fisico
studiato dal punto di vista degli scambi di calore e di lay@rstatadi equilibrio
come stato in cui evolve un sistema isolato dopo un congssmldi tempo, carat-
terizzato dal fatto che le grandezze fisiche che lo desooiviam dipendono (piu)
dal tempo, si passa a definire i sistemi omogenei (come i Jluadii stati di equi-
librio sono caratterizzati da valori costanti della press e del volume. Queste
grandezze sono funziowii stato dipendono dallo stato del sistema e non dal
modo in cui questo stato e stato raggiunto.

Una trasformazionéermodinamica un qualunque processo che fa passare il
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2 CHAPTER 1. PROLOGO: LA TERMODINAMICA DEI PRINCIPI

sistema in esame da uno stato iniziale a uno finale; se quesstdti coincidono
si parla di trasformazione ciclica o ciclba trasformazione si dice reversibge e
formata da una successione di stati di equilibrio. Ad eserg@ni trasformazione
che si puo descrivere come una curva continua nel piahoe reversibile. Una
trasformazione reversibile puo essere percorsa in sgususto variando opportu-
namente le variabili di stato. E’ facile convincersi cherestormazioni reversibili
sono una idealizzazione delle vere trasformazioni cheraymeo in natura, che
sono irreversibiliin quanto comportano passaggio attraverso stati di non equi
librio (ad es. stati con un gradiente di pressione o una tiemgin omogenea.
Utilizzando opportune trasformazioni nel piand’ & facile convincersi che il la-
voro compiuto da un sistema non € una funzione di stato, cmndo e il calore
assorbito.

Nella termodinamica dei principi la temperatura e defimtananiera assiomat-
ica con il cosidettgorincipio 0“ Per ogni sistema termodinamico esiste una fun-
zione di stato, chiamata temperatura. Condizione nedagsanche si abbia equi-
librio termico fra due sistemi o due parti dello stesso sis@ che siano uguali tra
loro le temperature”E’ noto poi che con la costruzione dei termometri e I'uiabz
di vari fluidi termometrici si possono definire dekbgale empiriche delle temper-
aturee partendo dal termometro a gas perfetto si puo introdaneoizione di
temperatura assoluta espressa convenzionalmente in gradi Kelvin. Lo zero as-
solutoT = 0 corrisponde alla temperatura di un gas perfetto a pressiaiie.
Vedremo tra breve che si puo’ introdurre una definizione goddisfacente di
scala termometrica che € indipendente dalla scelta ddbfi@rmometrico.

Si pud ora enunciare pprimo principio della termodinamic&he esprime la
conservazione dell’energia di ogni sistema fisitlaa variazione di energia di un
sistema termodinamico durante una sua trasformazioneedpiagyliare I'energia
che il sistema assorbe o cede agli altri sistemi con cui entcantatto” In ter-
modinamica I'energia totale di un sistema & detteergia intern& si indica con
la letteral/. Un sistema omogeneo formato da subunita microscopidben{a
molecole) I’ energia intern& & la somma dell’ energia meccanica (= cinetica +
potenziale) dei suoi costituenti microscopici.

Il I principio si pu0 scrivere nella forma standard

UB—UAEAU:Q—L

dove A, B sono gli sati iniziali e finali del sistemd) il calore assorbito €. il
lavoro fatto.

[l principio dellatermodinamica, puo essere formulatonaniera elementare
col postulato di Clausius o, equivalentemente, con quelketVin:
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e Postulato di Clausius: non e possibile effettuare unadraszione |l
cui solo effetto sia il passaggio di calore da un corpo piu freddo ad uno
piu caldo.

e Postulato di Kelvin: non & possibile effettuare una trasfazione ilcui
soloeffettosia la trasformazione in lavoro di una quantita di calotest®
da una sola sorgente a temperatura costante.

Lasciamo al lettore il (facile) compito di mostrare, con gl argomen-
tazioni (che si trovano in tutti libri di testo di termodin&a) I'equivalenza di
guesti due postulati.

Il postulato di lord Kelvin € meno intuitivamente evidemntiequello di Clau-
sius, ma e piu utile nelle successive applicazioni. Nstyplato di Kelvin e evi-
dente 'asimmetria tra i termini lavoro e quantita di ca&ose scambiamo tra loro
questi due termini otteniamo un processo possibile. Intqueenso il postulato di
Kelvin mette in luce la natura di energia degradata del ealor

Nel postulato di Clausius si suppone di aver gia introdotta scala delle
temperature, ma e noto che l'introduzione di wt@la empiricalelle tempera-
ture attraverso un termometro solleva delle ambiguitgpu® muovere un primo
passo verso ungcala termodinamiddelle temperature, indipendente cioe da ogni
termometro, stabilendo che se in due sisteim@ B messi a contatto termico fra
loro il calore fluisce daA a B, allora A ha una temperatura superioreBa e |l
postulato di Clausius si puo’ riformulare, senza nessurinfento esplicito alla
misura della temperatura dicendo che “se il calore fluistsideemaA al sistema
B, non esiste nessuna trasformazione il cui unico effettal srasferimento di
calore daB ad A”. Questo suggerisce una terza formulazione che mette piu i
evidenza la relazione tra il Il principio e le trasformaziareversibili spontanee:
"Non & possibile effettuare una trasformazioneui solo effetto sia quello di
invertire la tendenza spontanea che ha ogni sistema dieelerso uno stato di
equilibrio”.

1.1 La macchina di Carnot

Uno strumento indispensabile per esplorare le consegudeié principio e la
macchina di Carnot, che si puo introdurre osservando cleeisgpossibile per il
postulato di Kelvin estrarre lavoro da una sola sorgentegpearlo ci vogliono
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almeno due sorgenti a due temperature diverset, > t,, ed & facile conclud-
ere che una trasformazione ciclica (o ciclo) che scambiareaton queste due
sorgenti non pud che essere fatta da due isoterme colldgadeie adiabatiche.
E’ anche semplice descrivere il bilancio energetico di ualgnque sistema ter-
modinamicolM che compie tale ciclo, detto macchina di Carnot (v. fig. 1a).

to lo
@2 5 @
(My—L I—{R)(M)—L
@1 Q1] |1
t 3]
fig. la fig. 1b

La macchinal/ assorbe una certa quantita di cal¢yedal termostato a temper-
atura piu altat, e ne cede una quantita, a quello a temperatura piu basisa
La differenza viene trasformata in lavofo = @), — Q. Il rendimenton della
macchina termica/ e il rapporto tra il lavoro fornito e il calore assorbito dal
termostato piu caldo:

Naturalmente), > 0, cioe il sistemal/ cede effettivamente calore al termostato
a temperatura piu fredda, altrimenti, @¢ < 0, mettendo a contatto per un certo
tempo i due termostati € immediato realizzare una trasdarame ciclica il cui
unico risultato sarebbe la trasformazione in lavoro deliardita di calore(),
preso da un’ unica sorgente , in violazione del postulatoealvig, perciod

n<l. (1.1.1)

Questa e una nuova versione del Il principio, che cronckmiente € stata la
prima ed ha preceduto persino la formulazione del | prircipinfatti € del 1824

lin questa sezione usiamo come scala delle temperature @hanque scala empirica basata
su un termometro a liquido termomometrico non specificato
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la pubblicazione del rivoluzionario libretto di Sadi Catr{h796-1832) dal titolo

“ Réflexions sur la puissance motrice du feu et sur les maspiropres a développer
cette puissantén cui si mostrava che dall'impossibilita di realizzaterioto per-
petuo il rendimento di una macchina termica € necessaritare 1. Carnot,
come la maggior parte degli scienziati del suo tempo, erauidista convintd

, € otteneva questi risultati assimilando, con un’immagnwto efficace e intu-
itiva, il passaggio del calore dalla sorgente piu caldaellgyiu fredda attraverso
una macchina termica alla caduta dell’acqua da un livallalpo a uno piu basso
attraverso le pale di un mulino.

Una conseguenza importante del Il principio e il teorem&alinot, che sta-
bilsce che il rendimentg, di una macchina termica qualsiasi € sempre minore
o uguale a quelldrr) di una macchina reversibile (cioé che compie solo trasfor-
mazioni reversibili) che lavora tra le stesse temperaterguest’'ultimo dipende
solo dalle temperature delle sorgenti, cioe

ng<nr=1- G (1.1.2)

Q2
dove il segno di uguaglianza vale solo per le macchine rivikréa dimostrazione
di questo teorema € elementare e molto istruttiva: si gueoglle stesse sorgenti
una macchina reversibil& che compie un ciclo in senso inverso (v. fig.1b): a
spese di un certo lavoro esteriid assorbe dal termostato alla temperatura piu
bassa la stessa quantita di cal@feceduta dalla macchin&/ e cede una quan-
tita (), al termostato piu caldo. Dopo un ciclo complessivo deksistM + R,
I'unico risultato della trasformazione e la trasformaman lavorol. — L' di una
certa quantita di calor€, — @)}, estratto da un’unica sorgente, dunque per non
violare il postulato di Kelvin deve essei® — ), < 0, ossia

Q1 @

A =NMrR—1Mmu =0,

Q2 @
come vuole la prima parte dell’enunciato del teoreth&arnot Se entrambe le
macchine sono reversibili si puo invertire il ciclo e quiadche il senso della dis-
uguaglianza precedente, quingi = n,,: il rendimento delle macchine termiche

2In seguito egli si converti alla teoria meccanica del aleome risulta dal seguente brano
trovato tra i suoi manoscritti:” Il calore non & altra codaeda forza motrice, o, piuttosto, il
movimento che ha cambiato forma. Dovunque c’e distruzainmtenza motrice vi €, nel medes-
imo tempo, produzione di calore, precisamente proporiéaba quantita di potenza motrice
distrutta”.
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reversibili che lavorano tra due sorgenti di calore & senhpstesso e non puo che
dipendere dalle temperature delle sorgenti; quindi si parde
@1

0, f(ti,ta) (1.1.3)

dovef(t1, ) € una funzione universale delle temperature dei termdstaé € la
stessa per tutte le macchine reversibili). Questo compéstanciato del teorema
di Carnot.

1.1.1 La scalatermodinamica assoluta delle temperature

Consideriamo due macchine di Carnot reversiBilie R, che lavorino rispettiva-
mente tra le temperatute et ety ety cont, > t1. Si avra

Q1 Q5

— = f(t1,t0) , = = f(l2,to) .

Qo @
Possiamo calibrare la seconda macchina e il senso di penzardel ciclo in
modo che®), = @, e che la quantita di calor@ assorbita coincida con quella
ceduta dalla prima macchina, per cui il ciclo combinatoeldlie macchiné; +
R, & un normale ciclo di Carnot trg e t,. Dunque, poiche%% = %, si ha
I'equazione funzionale

f(t27 tO)

flta ) = [t to)

Il valore di ¢, nella discussione precedente & arbitrario e chiaramgfitet;)
non puo dipendere da. Ponendof (¢, t,) = ¥(t,) /() Si ottiene la soluzione
generale dell’equazione funzionale precedente. percio

Q> U(t2)

Q1 V(t)
Poiche pet abbiamo scelto una scala empirica qualunque (misurandaaem-
pio con un termometro con un dato fluido termometrico), ngougi ovviamente
fissare la forma di(¢). Possiamo pero scegliere direttameht®me misura della
temperatura. C'€ ancora una grande arbitrarieta, geithbase all'eq. (1.1.4) e
definita a meno di una costante moltiplicativa. Sceglianmralper convenzione
che lintervallo tra i due puntifissi dell'acqua sia pari &ldgradi Kelvin. La scala
cosi definita e lascala termodinamica assoluta delle temperatiefacile ora
mostrare (come faremo esplicitamente nel paragrafo ssi@sche essa coin-
cide con la temperatura assoluta definita dal termometre pegdetto.

(1.1.4)
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1.1.2 Ciclo di Carnot a gas perfetto

Supponiamo che il fluido della macchina di Carnot sia un geette. L'equazione
di stato € pV = nRT (n=numero di moli). Nei gas perfetti € proporzionale
alla temperatura assolutal/ = n ¢T" . E’ facile ora verificare che coincide col

calore specifico molare a volume costantefatti il | principio applicato ad una
trasformazione isocor@\V' = 0), diventa, ponende = 1

AU = ¢AT = AQ |

quindi
_AQ
Cc = AT = Cy .
Consideriamo ora una trasformazione isobgka = 0). Dall’equazione di

stato si haAV = L, quindi il I principio da
AQ = AU + pAV = ¢y AT + RAT = (¢y + R)AT

da cui si evince che il calore specifico a pressione cos&ntiato deac, =
cy + R.
Infine, per una trasformazione adiabatics) = 0) si ha

AV
ossia
AT __RAV
T N Cy Vv
O, in forma differenzialel: = —Cﬁﬂ da cui integrando si h&V ™ = cost da

cui, utilizzando nuovamente I'equazione di stato, si ottiéa forma delle trasfor-
mazioni adiabatiche nel pianoV':

p V7 = costante , vy =

Veniamo ora al ciclo di Carnot. Poiche nei gas perfetti¢gia interna e solo
funzione della temperatura, lungo un’isoterma, per il hpipio, la quantita di

3Questo & un risultato immediato della teoria cinetica des, gcome verificheremo quando
dimostreremo il teorema di equipartizione. Nella termaaiiica dei principi il fatto che nei gas
perfetti U sia solo funzione di” si ottiene dall’espansione adiabatica senza lavoro estdiran
gas (esperienze di Gay-Lussac e Joule). Se il gas e raréfdtinque ben descritto da un gas
perfetto), non avviene nessuna variazione apprezzalletéenperatura.
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calore scambiata con il termostato coincide con il il lavtatio (espansione) o
subito (compressione):

Q=1L,

mentre lungo le adiabatiche ovviamerdje= 0. Il lavoro fatto per una espan-
sione isoterma con un piccolo incremento di voluRE si puo scrivere, grazie
all’equazione di stato, nella forma

AV
AV =nRT— .
p n v

Quindi, integrando, il lavoro fatto da un’espansione ddlwee V4, a V' alla tem-
peratural; e

v
Lup = nRT,log V—B .
A

E utile a questo punto osservare che nel pied/, log p (cioé nel piang, V' in
scala doppiamente logaritmica), le isotermeg = cost e le adiabatiche V7 =
cost formano rispettivamente due fasci di rette parallele edjuin ciclo di Carnot
e rappresentato da un parallelogramAaC D. Poiche i lati opposti sono uguali
log £ = log {2, quindi il rapporto delle quantita di calore scambigte = L.
e )1 = Lcop con i termostati durante un ciclo e dato semplicementeaigarto
delle temperature

T
O _Tn , (1.1.5)
Q2 T3
che coincide con il risultato ottenuto nell’ eq.(1.1.4) darscala termodinamica
assoluta. In conclusione il rendimento di una macchina dnQ@aeversibile &

Nrev = 1—— (116)

In base al teorema di Carnot, in un ciclo qualunque (reviesibno) I'eq.(1.1.5)
viene rimpiazzata dalla disuguaglianza

QT

02T (1.1.7)

dove al solito il segno di uguale vale solo per i cicli revbiisi
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1.2 Lentropia

Nelle formule precedenti); e () sono entrambi positivi, nonostante il primo
rappresenti il calore ceduto e e il secondo quello assodatcsistemal/. Se
adottiamo ora la convenzione di attribuire il segno positivcalore assorbito e il
segno negativo quello ceduto d&, possiamo riformulare il teorema di Carnot as-
serendo che per ogni trasformazione ciclica di un qualsiag@ma termodinamico
che scambia calore con due sole sorgenti vale la disuguaglia

@ @2

— 4+ =<0, 1.2.1
dove il segno di uguale vale per i cicli reversibili. Similnte, per una macchina
M che scambia calore con I'esterno a tre diverse temperaiuie, 73, si ha, per ogni ciclp

QL@ o,
T, T, 15

Infatti, se per assurdo valesse I'identita opposta

Ql QQ Q?)

—4+=4+—=>0 1.2.2
accoppiandal/ con una macchina di Carnot reversibitetra le due temperature
T, e T3, e calibrata in modo che assorba tutta la quantita di calgrehe M/ cede

a alla temperaturds,

T, Q;@ Q, Ts
"/

i Qs

Q.

T1

poiche perR vale I’uguaglianza%’ + Q3 = 0, si avrebbe per la macchind + R

un ciclo di Carnot in cunQ— + 2Q2 > O che & in contraddizione con la (1.2.1),
quindi 'eq.(1.2.2) e falsa

Allora per induzione si puo subito concludere che un sisteime e soggetto
a una trasformazione ciclica con scambio di calore con de/sprgenti a varie
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temperaturd’, Ts, . . . T,, soddisfa la sequentésuguaglianza di Clausius

Q1 Qo Qn

?1+?2+-~-+?n§0,
dove al solito il segno di eguale vale per le trasformaziewersibili. Nel caso di
trasformazioni irreversibili, va precisato che la disuglienza (come tutte le altre
di questo paragrafo) e intesa per trasformazioni cicliobe produzione di lavoro
esterno; per cicli frigoriferi il segno della disuguaglmnva cambiato. Si puo
ora applicare un argomento gia usato in meccanica per diavesche il lavoro
fatto da un campo di forze conservative non dipende dallattegia, ma solo
dal suo punto iniziale e finale: per fissare le idee scegliag@i@anop, V due
trasformazioni reversibili arbitrarie e b che congiungono gli stati e B (v. fig.
2a). Poiche il contributo della quanti}a, Eﬁ— al ciclo reversibilex — b € nullo, si
ha che il contributo delle trasformazioni reversibili daa B dipende solo dagli
stati iniziali e finali, il che consente quindi di definiref#opiaS come una nuova
funzione di stato:

S<B>—S<A>:Z%zz%,

dove) e, indicano rispettivamente i contributi delle trasformasia e b.
Come I'energia interna, I'entropia, in questo approceiagefinita a meno di una
costante additiva. Vedremo che nell’'approccio probdislisquesta costante puo’

essere fissata in modo naturale.
N B

IrTen.

: 4 :
fig. 2a fig.2b

Vediamo ora le principali proprieta dell’entropia. Al paell’energia,

e S € una grandezzastensiva L'entropia S di un sistema formato da due
parti in equilibrio di entropie5; e S, € la sommas = S; + Ss.
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In generale, una grandezezasi dice estensiva quando il suo valore in un sistema
fatto da due parti in equilibrio &€ la somma delle grandeZze G, delle due parti:
G = G1 + G ; nel limite termodinamico (cio® — oo con densita costante) una
grandezza estensiva € proporzionale al volume. Vicewamsagrandezza che e
indipendente dal volume si dice intensi{@sempi tipici sono la pressione e la
temperatura).

Utilizzando I'entropia, il primo principio si puo riscrere nella forma

AU = TAS — pAV (1.2.3)

e, considerando trasformazioni isocor®l( = 0) si vede che, dal fatto che la
temperatura e positiva,

e S € una funzione monotona crescente dell’energia.

Supponiamo ora di andare daa B con una trasformazione irreversibile e di
tornare poi nello stato iniziald con una trasformazione reversibile (v. fig. 2b).
La disuguaglianza di Clausius consente allora di scrivere

Z%JrS(A)—S(B)gO,

irrev.

quindi S(B) — S(A) > 3, .. 2. Sein particolare lo stato B puo’ essere rag-
giunto dallo stato A con una trasformazione irreversibdéhatica (di cui fanno
parte le trasformazioni spontanee che un sistema puoesnobila sua evoluzione
verso I'equilibrio), allora@; = 0 e l'ultima relazione descrive la proprieta piu

importante dell’entropia:

e se un sistema isolato subisce delle trasformazioni irssiir spontanee
senza scambio di calore con I'esterno I'entropia tende scere:

S(B) =z 5(4) ,
dunqgue I'entropia € massima quando il sistema raggiureggiilibrio.

Esercizio: Disegnare il ciclo di Carnot nel piaSoT e ricavare la relazione

% = % in maniera elementare senza ricorrere al calcolo integrale
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Chapter 2
Gli “Ensembles” di Gibbs

2.1 macrostato e microstati

Gli stati macroscopici della materia sono determinatielglioprieta e dal moto
dei loro costituenti microscopici: molecole, atomi, eletti, ecc. || moto di questi
costituenti e descritto dalle equazioni della meccanieasendo il numero dei
costituenti estremamente elevato (tipicamente delllwrdii di 10%® costituenti)
il legame tra le leggi della meccanica dei costituenti e leppeta del sistema
macroscopico non € immediato. La meccanica statisticeriges| collegamento
tra le proprieta microscopiche dei costituenti e le prefritermodinamiche del
sistema macroscopico. Poiche il numero dei costituerstteemamente elevato,
non e possibile ottenere una descrizione meccanica ctangée sistema basata
sulle soluzioni esplicite delle equazioni del moto che desno i componenti
microscopici. Si usano invece le leggi e i metodi del calatdte probabilita e
della statistica

Consideriamo un sistema macroscopico isolato caratsozza/N' costituenti
microscopici, un volumé’ e un’energia totald” (detta in termodinamica ener-
gia interna del sistema e indicata spesso &9n Il fatto che N &€ molto grande
e tenuto in conto di solito considerando il "limite termodmico”, cioe il limite
incui N — oo, V. — oo con il vincolodensita’ = % = cost . In questo limite
le grandezze intensive (come la pressione o la temperaton®) costanti e quelle

lva detto pero’ che con la costruzione di calcolatori sempue potenti & ora possibile in
gualche caso descrivere I'evoluzione meccanica di unmstirmato da qualche migliaio di
costituenti e si possono poi estrapolare i risultati a sigteiu’ grandi. Le tecniche numeriche
sviluppate per questo tipo di calcolo vanno sotto il nomeMiblecular Dynamics” o MD.

13
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estensive (come I'energia o I'entropia) sono proporzioalalolume. Fissatii val-
oridi N,V ed FE sidice che e individuato un "macrostato” del sistema: eety
infatti che in condizioni di equilibrio tutte le altre prapta macroscopiche sono
univocamente fissate. A livello microscopico ci sono meltis stati distinti, detti
"microstati”, che corrispondono allo stesso macrostagy.€3empio, se il sistema
si puo’ descrivere come l'unione di componenti non interdgd’energia totale
E & la somma dei contributi delle energie dei componenti:

E:ZTLZ‘Q s N:Z’RZ

dovee,, €1, ... €, ... sono i possibili livelli energetici dei componenti (di golin
meccanica quantistica questi livelli formano uno spettsei@to) en; € il numero
di componenti nel livella-esimo. Ogni set di numeri intefi,, nq, ... che sod-
disfano i due vincoli precedenti individuano un possibilemstato associato al
macrostato in esame.

2.2 Sistemi ergodici

In fisica classica un microstato e individuato da un puniodgpazio delle fasi.
Per esempio per un gas formato damolecole monoatomiche un punto dello
spazio delle fasi € individuato dalleN coordinate lagrangianeg, ( 3 coordi-
nate per ogni molecola) e daivV momenti coniugatp; e i microstati associati
al macrostato di energi& sono opportuni punti contenuti nelle varieta individu-
ate dall’equazione

dove H e I'Hamiltoniana del sistema. Una delle assunzioni ppatidella mec-
canica statistica, suggerita anche dalla meccanica gtiaati € che tutti i mi-
crostati relativi a un dato macrostato siano egualmentbaiiti, cioe, fissati i
valori delle grandezze termodinamiche, il sistema puovdrsi a un dato istante
t con uguale probabilita in uno qualsiasi dei suoi micrastato implica che col
passare del tempo il sistema passa da un macrostato ad ore alisita tutti i
microstati con uguale frequenza. Un sistema dinamico chemporta in questo
modo si diceergodico Si conoscono alcuni esempi di sistemi non er godici, a
cui dunque i metodi della meccanica statistica non si apgpbgcma la stragrande
maggioranza dei sistemi macroscopici studiati soddisfaimeno a livello em-
pirico, questa proprieta. Dal punto di vista classico ihfourappresentativo di un
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dato microstato nello spazio delle fasi descrive nel tempta traiettoria continua
e non autointersecantedid traiettoria non si autointerseca perche fissati i valori
dip(t) eq(t), le equazioni di Hamiltory = %—’; . p = —%—’qf individuano uni-
vocamente I'evoluzione temporélkehe passa nel corso del tempo attraverso vari
possibili microstati del sistema. In accordo con l'ipotdsiquasi-ergodicitala
traiettoria in questione forma in un tempo infinito un inseedenso nell'insieme
dei possibili microstati, cioé ogni intorno di ogni mictato e attraversato, nel
corso del tempo, da questa traiettoridipotesi di quasi-ergodicita implica che
la media temporale di una grandezza meccanica (cioé laafetté su tutti i mi-
crostati toccati dalla traiettoria) coincida con la medédl@l stesse quantita fatta
sull’insieme dei microstati associati al macrosta@uesto suggerisce di consid-
erare, ad un dato istantenon I'effettivo microstato in cui il sistema si trova, ma
un gran numero di sistemi macroscopici identici e nellesge®ndizioni termod-
inamiche quali copie mentali dell’'unico sistema realmessistente. Queste copie
mentali si trovano ognuna in uno dei microstati compatituln le suddette con-
dizioni. E ragionevole aspettarsi che in condizioni di equilibrioomportamento
medio di questa collezione di sistemi detta "ensemble” @eime) statistico o
di Gibbs coincida con il comportamento mediato nel tempdid&ro sistema
in esame. Questo punto di vista € alla base della "Ensermbtay” cioe la teo-
ria degli insiemi di Gibbs, che e lo schema moderno in cunguadra tutta la
meccanica statistica dell’equilibrio.

2.3 L”ensemble” microcanonico

L’ ensemble microcanoni@ol'insieme di tutti i microstati con energi& e vol-
umeV fissati. Descrive le proprieta di un sistema isolato in Boio. Un "en-
semble” associato a un sistema &ovigradi di liberta € associato a un set di punti
rappresentativi dello spazio delle fasi. $i@, q,t) la densita di questo insieme
statistico. La media su tale insieme di una grandezza maecA(p, ¢) & data da

_ [ £ @)p(p, ¢: )V p d*Ng
[ (v, q; )d*Np d*Ng

In linea di principiof dipende da. Se vogliamo descrivere un sistema in equi-
librio, f & stazionario @(p, ¢; t) non puo’ dipendere esplicitamente dal tempo: La
traiettoria di ogni punto rappresentativo nello spazidedtsi non ha un inizio o
una fine: essendo soluzione delle equazioni di moto, desorivha curva chiusa
(moto periodico) o una curva di lunghezza infinita. Quindidieme di queste

()
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traiettorie descrive il flusso di un fluido ideale che non leasorgenti né pozzi:
ogni traiettoria che penetra in una (iper)superficie chilesze anche uscirne.
Possiamo percio’ scrivere un’equazione di continuita:
dp

Eerw( pt) =0

dovev e il vettore velocita nello spazio delle fasi, definito slettore a6 /N com-

ponentiz = (& 42 ) Esplicitamente si ha

o =S (22 0d; , Op
dw(pv)zz 8q- +Z B4, 8p4

’L

Utilizzando le equazioni del moto in forma Hamiltoniaingso’ facilmente ver-
ificare che la seconda parentesi & nulla:
. 0H . oH aq; 0*H op;
qi = y Pi = — = = - =
Ipi dq; dq; 0q;0p; p;

In condizioni di equmbrloap = 0= div(pt) = 0, quindi

3N
0 0 d
— \Jg; Op; dt

Cioe la densita dei microstati € costante nel tempo. @ueffermazione cos-
tituisce il teorema di Liouvilledella meccanica statistica: Il fluido ideale che de-
scrive I'evoluzione temporale di un "ensemble” statistieancompressibile in
quanto la densita(p, ¢) dei microstati acessibili & costante. Dunque, ¢) €
una costante del moto. In meccanica classica ci sono al mas#nti del moto:
I'energia, le tre componenti dell'impulsg, e le tre componenti del momento
angolare/ . L'impulso & conservatc()dp = 0) solo se il sistema € invariante per
traslazioni, il che non si verifica se il sistema macroscogiconfinato, come di
solito succede, in una scatola. Analogamente il sistemaaseapico non € in
generale invariante per rotazioni, quinﬁhon e conservato.

Viceversa, se il sistema e in equilibrio ed & isolato, le pwoprieta macro-
scopiche sono per definizione invarianti per traslaziomigerali, quindiE & con-
servata. Percio’ la costante del mgt@, ¢) non puo’ che essere una funzione di
E: p(p,q) = f(F). Poiché nel nostro sistema macroscopico isolétd” ed £
sono fissati, la densitadei microstati € costante; questa € la proprieta carstte
tica dell’ insieme microcanonico.




2.3. L”"ENSEMBLE” MICROCANONICO 17

In realta e difficile misurare con precisione I'energiadate £ di un sistema
materiale isolato, per cui si considera un sistema con uergga compresa in un
piccolo intervalloA tra E — A/2 e E + +A/2 e si sceglie, nella descrizione
microcanonicayp =costante 0 nell'intervallo in questione @ = 0 altrove; nel
limite A — 0 sihap = costé(E — E') (§ = delta di Dirac).

La conseguenza principale del teorema di Liouville € chgusi’ calcolare il
numero dei microstati: sg é costante il numero di microstati € proporzionale al
volume dello spazio delle fasi:

Numero di microstati = Q(E,V,N) = / p(p,q) d*Npd*Nq =
H(p,q)=E

_ p/ d3Np d3Nq
H(p,q)=E

La meccanica classica non dice nulla sul valore.dViceversa la meccanica
quantistica ci dice che l'insieme dei microstati forma uit@asieme discreto
(cioé numerabile) dello spazio delle fasi e ogni micrastatcupa un volumetto
w, piccolo ma finito. Per avere un’idea sulle dimensioni di qoaeslumetto
notiamo che il principio di indeterminazione ci dice cheatlieterminazioné\g;
nella posizione e legata all'indeterminazioAg@; del momento coniugato dalla
relazioneAp; Ag; > h percio ci si aspetta che, sia dell’'ordine din3".

Per ottenere il valore precisodj, conviene calcolare esplicitamente il numero
dei microstati in qualche caso particolarmente semplice.

| Esenpio: punto materiale |ibero di massa m
i n una scatola unidinmensionale di |unghezza L
0<g<L,E=L
Il punto materiale rimbalza avanti e indietrotraidue estreaq =0eq = L
dovep cambia segno.
Traiettoria nello spazio delle fasi (in questo caisain piano) Se la parete su
cui urta il punto non é rigida la transizione di riflessioreeoch —p € meno brusca:

r

:
___
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L'area racchiusa dalla traiettoria € 2pL (che si puo’ scriveref. pdq). La
meccanica quantistica ci dice cped quantizzatop = %hn, n=2012...
percio’ il numero di stati contenuti nell’area racchiusdataiettoria 2pL = nh
. Al crescere diF ( e quindi dip) si crea un nuovo stato ogni qual volta I'area
aumenta dh. Cio mostra che per un insieme Ni punti materiali non interagenti
il volume dello spazio delle fasi occupato da un microsestd . Piu’ in generale,
per un macrosistema formato dacomponenti microscopici descritti dagradi
di liberta=-

Wy = AN

Il esenpio: oscillatore arnonico

FHamiltoniana di un oscillatore armonico di pulsazionee

2 2.2
P> muw’q
H(p,Q)Z—m+ 5

& descritta dag(t) = Acos(wt + ¢,) La traiettoria di energiaFE' nello spazio
delle fasi e rappresentata la cunéd(p, q) = E, cheé un ellisse riferita agli assi.
Ricordando che per un ellisse di equaziattéa® + y?/b* = 1 I'area racchiusa
valerab, nel nostro caso si puo’ scrivere

p? wm

2mFE + 2F

< =1.

D’altra parte i livelli energetici dell'oscillatore armoito quantistico sono dati
daf =hw(n+3), n=0,1,2,... = mab=27E/w=h(n+ 3).

Dinuovo, come nel | esempio, quando I'area racchiusa neHgttoria au-
menta dih il numero di stati aumenta di un’urdt quindiw, ha lo stesso valore
trovato in precedenza.

| due esempi precedenti suggeriscono una semplice ricettegtutare il nu-
meroQ(E, V, N) di microstati di un sistema macroscopico qualsiasi: baata c
colare il volume nello spazio delle fasi a disposizione digiesna e dividerlo per
Wy -

ddN ddN
Q(E,V,N) = lim < pe q
A=0 S Aj2<H(p,q)<E+A/2 Wo

doved € il numero di gradi di liberta delle componenti microsubye.
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2.3.1 Lequilibrio termico

Vediamo ora come si possano ricavare le proprieta ternamdiche del sistema
dalla conoscenza @i(E, V, N).

Consideriamo due sistemi macroscopici qualsiasi, imzidte isolati, carat-
terizzati da(, (Ey, Vi, N1) e Qy(FEs, Vo, No). Supponiamo ora di porli a contatto
termico tra loro in modo che possano scambiarsi tra lorogaerSupponiamo
viceversa cheV,, Ny, V; e V5 rimangano costanti

sistema 1| sistema 2
N17 ‘/1 N27 ‘/2

Prima del contatto termico il numero di microstati del siseecomposto dai due
sottosistemi &2 = Q;(E;) Qy(FE>2). Al momento del contatto il sistema non &
piu in generale in equilibrio: I'energia totale = E; + FE, non cambia, ma il
contenuto energetico di ognuno dei due sottosistemi puabgare. || numero di
microstati disponibili per il sistema complessivo dopodhtatto termico e sicu-
ramente piu grande del numero di quelli disponibili pringd contatto, in quanto
nei due sistemiisolati si conservavano separatameénes /5. Nel sistema com-
plessivo c’e un vincolo in meno (si conserva solo I'enelgitale) e quindi di-
ventano accessibili nuovi microstati con una diversaitisaione di energia tra i
due sistemi. Dunque dal momento del contatto termilaescera con il tempo
finche il sistema complessivo avra raggiunto I'equililbrQuesto avverra quando
2 eguagliera il numero totale di microstati disponibilialiergiak = F; + Es.

Il numero totale di microstati sara

O(E) = /dE1 0 (E) Qu(By = E — EY)

dove lintegrale & esteso a tutti i possibili valori deflergia dei sistemi 1 e 2
compatibili con I'energia’ del sistema complessivo. Nei sistemi macroscopici la
funzione integranda ha un massimo estremamente pronamgiahdaof; assume
il valore £, dell’energia media del sistema 1 all’equilibrio. Il piccesaciato &
tanto piu pronunciato quanto piu il sistema e grande.

Nel limite termodinamico il numero totale di microst&tidel sistema comp-
lessivo e allora identificabile con il valore massimo déliazione integranda:

QUE,E) = Q(E) Q%(E - EY)

Essendo un massimo si avra

—— —0
OF;
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ossia
0 (E — E1>g—% - ng—%z 0
da cui, lasciando perdere la sopralineatura,
1 00 1 08
O (B OF,  Qu(E») OF,
e quindi

Jlog )y Jlogfly
OFE, 0F,
= Se due sistemi qualsiasi sono in equilibrio termico tra loale la precedente
equazione. D’altra partedue sistemi in equilibrio hannstéssa temperatura as-
soluta, percio’ & raginevole supporre chEE? = f(T').

2.3.2 Lentropia

Per vedere che tipo di funzione &7") notiamo chelog Q2(F) & una funzione
crescente di2 quindi:

e log Q)(F) cresce quando il sistema si evolve verso I'equilibrio

e log Q(F) € una quantita additiva, nel senso che il valoréodi€2 per un
sistema formato dall’unione di piu’ sottoinsierj2,3... € uguale alla
sommad _, log ©; dei contributi di tali sottoinsiemi.

Queste due proprieta sono anche le proprieta dell’errSli un sistema. I
legame preciso tra elogf) € dato dall’equazione (talvolta detta di Planck):

S = rlog(2

dovex € la costante di Boltzmanm: (= 1.38 10~ '%erg/deg) L'equazione prece-
dente e di fondamentale importanza in fisica: essa casteguin ponte tra le pro
prieta termodinamichgS) e le caratteristiche microscopick®) e noi la useremo
come postulato fondamentale dell’approccio microcarmnkoiché in termodi-
namica la temperatura assolutae definita dalla relazioné%)v = 1/T, la

funzione incognita della temperatura introdotta in preresh e ora determinata:

0log )
oF

dove la derivata e fatta come si & detto in precedenza anetostante.

=1/sT
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2.3.3 Lapressione

Consideriamo dinuovo i due sistemi 1 2 a contatto termico gpeniamo ora
che i due sistemi possano anche variare il loro volume v@atilnizialmente
V = Vi + V4 e poi in condizioni di equilibrio = V; 4+ V5. Con lo stesso ra-
gionamento di prima possiamo arguire che si avra equiliquandd)(E, V) =

01 (B, V1) (E,, Vo) € massima, il che implica, oltre alla gia discussa relagio

dlog )y [ Olog
OB, )y \ 0B, )y

anche la nuova relazione

dlog )y ([ 0Olog .
N )\ Ve )
dovea € da determinare.
Possiamo ora scrivere il differenziale totaldati Q2(E, V)

0log (2 0log 2 1
logQ) = E = —dF
d (log €2) < 5B )vd +< TG )EdV /aTd + adV

da cui, risolvendo rispetto @F, si ha
dE =TdS — kTadV .
Ma la prima legge della termodinamica si puo’ scrivere nfdlana
dE =dQ —dL =TdS — pdV

dovep = (4£) & la pressione del macrosistema.«c = p/xT .
In conclusione, dalla conoscenza‘dicome funzione d¥ e di V' si possono
ricavare tutte le grandezze termodinamiche del sistema

1 oS P 0S
Q:>S—l€10gQ, T—(a—E)V s T_(W)E .

2.3.4 |l potenziale chimico

Se due sistemi a contatto oltre a scambiarsi energia e vokimpessono an-
che scambiare particelle, cioe i sistemi microscopiciwi $ono composti, c’e
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un’ulteriore condizione di equilbrio da considerare , chgu® scrivere ovviamnte

nella forma 5 N D los O
log () log {2y

= ) 2.3.1

("o )Ey ("5 )Ey (&34

Per collegare questa condizione di equilibrio a una furei@mmodinamica con-
viene tenere in conto il contributo all’energia interfalovuta alla variazione del
numeroN di costituenti, per cui il | principio si scrive nella forma

dE =TdS — pdV + pdN, (2.3.2)

dove la funzione di statp € il potenziale chimicoRisolvendo rispetto d.S si ha

_ 1 p H
dS = ZdE+ 5dV — 7dN

da cui si evince la relazionilé = — (g—]SV)EV che, confrontata con la condizione
di equilibrio (2.3.1), mostra che nel caso di scambio diipalte la condizione di

equilibrio € che i due sistemi abbiano lo stesso valore dediale chimico.

2.3.5 Potenziali termodinamici

Ricordiamo ora alcune importanti relazioni tra grandezrenbdinamiche di un
sistema in equilibrio.

Dal primo principio, in cui I'energid” (detta anche energia interna) e pensata
come funzione db eV si ha

oF oFE
T=|—-— ,p=—|=— :
S ) ov )+
E = E(S,V) & il primo dei quattro potenziali termodinamici. Se si stu-

diano trasformazioni a volume costante conviene utilizaam altro potenziale
termodinamico, detto entalpid, definita daH = E + pV/, da cui si ricava
dH = dE + pdV + Vdp = TdS + V dp . Quindi H & una funzione db e p.
Se invece si studiano trasformazioni isoter(Wé’ = O) a p costante conviene

utilizzare come potenziale termodinamico I'energia ldbodr Helmholz, definita
daF =F—-ST=dF =dE—-TdS — Sdl'=-SdT — pdV quindi

oF oOF
F=F(T R N
L.V)=S$ (8T>Vp (aV)T
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Se le trasformazioni considerate sono a volume costantejemme usare come
potenziale termodinamico I'energia libera di Gibbs, définlaG = F +pV =
dG =dF +pdV +Vdp=—-SdTI'+ V dp

oG oG
jCJ_G(iTvp) ) S__(ﬁ_T>p ) V_(a—p)T

Relazioni di Maxwell

Dal fatto che in un differenziale totale di due variabilf (z,y) = A(z,y)dx +
B(z,y)dy le due funzioniA e B devono soddisfare le condizioni di integrabilita
(0A/0y)., = (0B/0x),, si possono ricavare molte relazioni tra grandezze fisiche.
Per esempio, applicando questa relazione all'energiadibesi trova I'importante

relazione
s\ _ (o
o), \oT),

Analogamente, usando I'energia libera di Gibbs, si ha

(@), (),

Le relazioni di questo tipo sono note comedazioni di Maxwell Esse sono es-
tremamente utili per la loro generalita.

Grandezze estensive e funzioni omogenee

Si e gia’ detto che le grandezze estensive dipendono hmeate dalla taglia
del sistema. Se queste grandezze estensive sono a lorofwadtiani di altre
grandezze estensive possiamo estrarre ulteriori impiotgiormazioni. E’ il caso
dell'energia internak = E(S,V, N) 2. Vale ovviamente l'identita (equazione di
omogeneita di Eulero)

E(\S,A\V,AN) = AE(S,V,N)

2In questo paragrafo conviene tener conto anche della graadestensivady’ perche il limite
termodinamico, che & il limite importante nello studio d&temi macroscopici, & definito da
V — 00, N — co e N/V costante



24 CHAPTER 2. GLI“ENSEMBLES” DI GIBBS

dove\ € una qualunque costante maggiore di zero. Ponandal + ¢ e svilup-
. y . . . 8E 8E 8E . b
pando al prim'ordine int sihasS (35), v +V (57) s v + NV (5x5) . = £ cioe

E=TS—-pV +uN, (2.3.3)

si ottiene dunqué? in forma finita a partire dal suo differenziale. Da questa
relazionesihaFE =T dS+SdT—V dp—pdV + udN + N du, che, combinata
con il | principio da la relazione

SdT —Vdp+Ndu=0,

detta equazione di Gibbs-Duhem.

Utilizzando la forma finita dell’energia interna (2.3.3)attiene immediata-
mente una forma finita per tutte le altre funzioni termodirara. In particolare
I‘energia libera di Gibbs soddisfa I'importante relazione

G=E—-TS+pV =uN (2.3.4)

2.3.6 Un esempio: il gas perfetto classico

Un gas ideale (o perfetto) classico € un sistem&/ diistemi microscopici pun-
tiformi di massamn non interagenti (€ un’approssimazione di un gas realeanolt
rarefatto e ad alta temperatura come vedremo meglio stddihnaso quantistico
[gas di Bose ideale

Ogni microstato e individuato dalle posizioni e dalle \@a delleN molecole:

Q(E,V,N) :/ ANpd*Ng/w, .
H(p,q)=E

L'integrazione sulle possibili posizioni dell¥ molecole da
QE,V,N) «c V¥

= S = kN log V' + termini che non dipendono da V'

iche2 — (958 iha — N
Poichek = (53) . ,sihat = & .

= pV =nRT (R=kNs,N =nNy)

dove N, e il numero di Avogadro edh € il numero di moli. Questa e la nota
equazione di stato dei gas perfetti.
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Esiste un semplice argomento di analisi dimensionale clstrenohe in un gas
perfetto (classico o quantisticE) e’ una funzione di un’opportuna combinazione
delle variabili£' e V': 2 € una quantita adimensonale, merfire IV non lo sono,
quindi bisogna combinare queste due grandezze con alti@ntodimensionali in
gioco per formare una quantita adimensionale. Le possitstanti in gioco sono
la costante di Planck, dato che il volume dello spazio delle fasi occupato da ogni
grado di liberta & proprid, e m, la massa delle molecole, unica costante fisica
che caratterizza un gas perfetto non relativistico classiguantisticokE facile ora
verificare che I'unica combinazione adimensionale che@&a® conF, V, m, h
em E V?/3/h?, dunque nei gas perfetti & funzione di due soli argomenti

Q(E,V,N) = f(N,EV*3)

Relazioni di questo tipo sono note come relazioni di scallDg esse si possono
estrarre, come vedremo tra poco in questo caso specificoytani informazioni
sulle proprieta fisiche fondamentali del sistema allo stud
Un altro modo per ricavare la stessa relazione di scalingeéguente. Sup-
poniamo che il recipiente di volumié sia un cubo di latd. (V' = L?). | valori
permessi delle componenti dell'impulso delle molecoless@tegliendo per co-
2wh

modita condizioni al contorno periodichg = ="n; , n; = O, +1,£2,..., i =

1,...3N. Q(E,V, N) é dato dal numero di soluzioni della equazione

3N 9 3N
b; h 2
— 2m  2m L2 ;n’ ’
ossSia
3N
L2E 2m 2
anzzm 5 =z VE (2.3.5)

Il numero di soluzioni, a fissat®&/, dipende unicamente dal paramei(cziE,
quindi © dipende solo dalla combinazioriéi £: Q(E,V,N) = f(N,V3E)
come avevamo visto con il ragionamento di analisi dimera@mnPoiche ovvi-
amenteS = S(N, V§E), nelle trasformazioni adiabatiche (cioe quelle in sue
S sono costanti) si ha

V3 E —=cost
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dap = — (55), segue%V*%E —pVi=0, =

pV =2E

Dall’equazione di statpV = nRT =
3
E = énRT .

Le due equazioni incorniciate valgono sia in meccanicasgtasche quantistica.
Combinate assieme esse danno I'equazione dell’adiabalqaanop, V :

Vgp = cost.

Vediamo ora come si modificano queste formule nel caso di srdgéotoni o,
cio che e lo stesso, nel caso dello studio della radiazébettromagnetica in una
cavita. (studieremo a fondo questo problema piu in la.rélazione tra impulso
p ed energia in un fotone €, come e note,= cp. Gli autovalori dell'impulso
per un volume della stessa forma e con le stesse condiziaonébrno del caso
precedente sono gli stessi e 'equazione (2.3.5) avraadi@ina

dove il fattore 2 tiene conto dei due stati di polarizzazipaeogni onda stazionaria.
Questa volta il numero dei microstati & funzione della corabioneFE V3 dunque
le adiabatiche soddisfano I’equazioEJeV% =costante. Applicando tal quale il
procedimento seguito nel caso del gas non relativisticesguvolte si ottiene

E=3pV

e quindi le adiabatiche di un gas di fotoni nel piand” hanno la forma
pVé = cost . (2.3.6)

Si noti che nel caso del gas di fotoni ( ossia della radiazelairomagnetica in
equilibrio in una cavita) non compare il numero di fotortiécnon €’ una quantita
conservata in questo sistema), dunque ogni configurazionerostato e’ carat-
terizzato solo dai tre numeri intetii, ny, n3.

Esercizio: Si ricavi 'equazione delle adiabatiche per un gas di fotatiiz-
zando un argomento di analisi dimensionale.
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Il paradosso di Gibbs

Il calcolo esplicito del numero delle soluzioni dell' eq3%) € abbastanza sem-
plice. Cominciamo con l'osservare che il numero delle solnizdella disug-
uaglianza

3N 9
2

E 77/12 < PQ = FVSE

i=1

coincide con il volumé&’ol della sfera di raggi® in d = 3N dimensioni, che &

3
ol

Vol = ——p .

N

. o /2 a2
Ut|||zzandolaformulad|Stlrllngl~ = si ha

2e ENN? N

Poiche il numero di soluzioni cresce esponenzialmente/éo@ facile convin-
cersi che il maggior numero delle soluzioni si trovano saligerficie della sfera

in questione e che nel limite termodinami@9F) ~ Vol. Nasce pero un para-
dosso: in questo limitkyg 2, che € una grandezza estensiva, dovrebbe essere pro-
porzionale aN. Questo e vero solo per il primo fattore Wbl, che contribuisce
con %Nlog E/N (nel limite termodinamicc% e costante). Cid non succede nel
secondo fattore, il cui logaritm® log V' o« N log N cresce piu velocemente ii.
Questoparadosso di Gibbsasce dal fatto che il numero dei microstati non viene
contato con la giusta molteplicita. Occorre tener contiofatéo che le molecole
costituenti sono tra loro identiche e ogni soluzione déll&.6) che differisca solo
per una permutazione degli indicda un’altra e a tutti gli effetti indistinguibile.
Conviene di conseguenza modificare il legaméX®) ol con la seguente ricetta

Q(E) = Vol/N! (2.3.7)

che, come e immediato verificare, elimina il paradosso. r&w in seguito,

guando studieremo gas ideali quantistici di Bose e di Fehmiquesta formula
e un’approssimazione valida nei gas rarefatti. Essa végesso indicata come
statistica di Boltzmann.
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2.3.7 Stabilita dell’equilibrio termico

Nello studio dell’equilibrio termico tra due sistemi 1 e 2 @ntatto avevamo ar-
guito che il sistema complessivo € in equilibrio quatide: 2, 2, come funzione
dell’energiaF’; raggiunge un massimo, ma non abbiamo sfruttato questaigtapr
appieno, in quanto abbiamo solo richiesto I'annullarsiadéérivata prima (che ha
portato alla definizione di temperatura). Per avere davueronassimo occorre
anche che la derivata seconda sia ivi negativa:

0% log Oy 9?log €y
(8E2 ) +< aE?) <!
1 Vv 2 Vv

JT(Ey) N 0T (Es) -0,
oL, )y, oL, )y,
Supponiamo ora che il sistema 2 sia un gas perfetto. Dallezopi del paragrafo
precedente si h@ = 2-£, quindi 2L « O(1/N) e dunque si annulla nel limite
termodinamico. Se il sistema 2 € molto piu grande delsiat# la disuguaglianza

diventa oT(E)
1
( 8E1 )v -0

quindi in un sitema in equilibrio (con un gas perfetto) la paratura € una fun-
zione crescente dell’energia. Inoltre, poiché il calgredfico e definito d&', =

(g_g)v =1/ (ag—f))V, si ottiene un’'importante disuguaglianza termodinamica
che vale per tutti i sistemi in equilibrio

ossia

Cy > 0. (2.3.8)

Analogamente, come dimostreremo piu in |a, la pressidee@eratura costante
e sempre una funzione decrescente del volume cioe

oP
<W)T <0. (2.3.9)

Le due relazioni che abbiamo elencato sono d#tteguaglianze termodinamiche
gli stati in cui queste non sono soddisfatte sono instaliloe possono esistere
in naturd. Vedremo un’ altra derivazione di queste disuguaglianzeaeagrafo
2.5.1.

3In realta, come vedremo meglio in seguito, queste disuéarae valgono in senso stretto
solo a7 > 0. AT = 0 entrambe le quantita si annullano.
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2.4 L "ensemble” canonico

Consideriamo un sistema macroscopico in equilibrio teongion un termostato
di capacita termica infinita. Poicheé puo’ scambiare eiaecgn il termostato, la
sua energia non e univocamente determinata ma puo’ flettudumpponiamo di
conoscere lo spettro dei suoi possibili livelli energetigi e, ...¢;, ... (in generale
uno spettro di infiniti livelli) ci sara una certa probakilp; che il sistema sia nel
livello energeticoe;. p; sara una certa funzione della temperatura che vogliamo
determinare. A tal fine rimpiazziamo il sistema con il tertads con un sistema
equivalente, formato da un "ensemble”, dettanonicg di N sistemi identici,
formati dal sistema realmente esistente dfdal copie mentali e supponiamo che
questi sistemi siano in equilibrio termico tra di loro. Inredermini sostituiamo il
termostato corV — 1 sistemi identici in equilibrio termico col sistema in esame
Se N e molto grande queste copie mentali formano un perfettodstato.

Questo insieme dV sistemi forma a sua volta un sistema chiuso, cioe isolato
e di energiat fissata, pari alla somma delle energie dei sistemi costitiemque
puo’ essere pensato come un microstato di un ensemble mmoro. Sia; il
numero di sistemi dell’ensemble” con energjall set di numeri di occupazione
(ny,ng,...n;...) definisce un microstato dell "ensemble” ed & soggetto alle d
condizioniN ' =>"n, e E=>" en; ..

Consideriamo ora un sistema in un definito stath energiae;. In base al
postulato fondamentale dell’ensemble microcanoniconharo di stati accessibili
al sistema piu termostates(N\ sistemi identici) € Q(E — ¢;). Poiche’ tutti gli
stati dell’ensemble microcanonico sono ugualmente pritibkbprobabilitap; di
questo stato & proporzional€XdF — ¢;), cioé

€
pi x expllog Q(E — €;)] ~ exp( /<¢T)
dove si e sviluppato in serie di Taylosg €2 troncando al | ordine significativo,
tenuto conto del fatto che <« E e della definizione di temperatura. Poiche
>, pi = 1 possiamo normalizzare le probabilita scrivendo sempieete

e~ Pei 1
7 762_

pi = (2.4.1)

dove Z(3,V) = >, e P< & dettafunzione di di partizione canonicéEssa
dipende, oltre che d&, anche dal volumé& e dal numero di componenti micro-
scopicheN del sistema, in quanto i livelli energetigi dipendono ovviamente da
V e daN.
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Se conosciamo la distribuzione di probabilita di un sistgrussiamo definire
il valore medio di ogni grandezza fisich:

<A> = Z Aipi

dove A; e il valore che assume la grandezzanello statoi-esimo. In realta per
le grandezze termodinamiche non & necessario conoscdistiiéduzionep;, in
guanto tutti i valori medi si possono ottenere direttamelatéa conoscenza della
sola funzione di partizione, che gioca nel formalismo @glsemble canonico un
ruolo centrale, analogo all’entropia nell’approccio neicanonico.

Come primo esempio, € immediato verificare che I'energierimaly € data da

()==> ep=E=— (alogz)v (2.4.2)

9B

7

2.4.1 Significato termodinamico diZ (3, V)

Conviene per il momento pensarecome funzione di e dei livelli energetick;.
Il suo differenziale & dunque

dlog Z dlog Z
dlog a3 g+ EZ Dc de; dg — EZ pide;

= d(log Z + BE) = B (dE — (de))

Interpretazione fisica di questa formula: supponiamo diiepe una trasfor-
mazione al sistema ( e quindi allé¢ copie dell' "ensemble” canonico) per cui
I livelli divengonoe; + de;. Ogni sistema compie un lavorede; e quindi il lavoro
medio compiuto 8 L = —(de). Ma se Iensemble” & in equilibrio, il primo prin-
cipio della termodinamica dice cli” + 0 L. = §() . L'equazione precedente dice
che3dQ e un differenziale esatto (cioe il differenziale di unaZione), cioes e
un "fattore integrante” dd (), quindi, se non conoscessimo ancora il legamgtra
e temperatura lo scopriremmo adesso: il secondo princig® chedS = %Q e
un differenziale esatto{ e I'entropia del sistema}= 5 % .

L ’equazione precedente si puo’ scrivere allora nella forma

FE
d(log Z + —) =d
K d(log +nT) S
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che suggerisce
E
S=rlogZ+ — .

T
Dalla relazione termodinamica
F FE
S=——=+=
T + T’
doveF e I'energia libera di Helmholz, si ha I'importante idertézione
F=—kT log Z , (2.4.3)

che e la formula centrale dell’ "lensemble” canonico.

Si e gia visto in precedenza clié & una funzione di" e V' e quindi e tale
ancheZ: dunqueZ é funzione delle variabili macroscopiciiee V.

Dalla conoscenza di (T, V') si ricavano tutte le proprieta macroscopiche. In-
fattidadF = —SdT — pdV siricava

__ (9 eS——a—F
P==\ov ), “7~"\or),

Vediamo ora come esprimere le grandezze termodinamiche gatari medi
di opportune osservabili sull’ "ensemble” canonico. Abbiagia visto che I'energia

interna & data da el
E = Z €i€Z — Z pi€; = <6>

Analogamente, dalla relaziond, = — ). pide; che abbiamo gia usato in prece-
denza, siricava (usandd. = p dV)

0e; Oe

p=- by - ~(z5). (2.4.4)

Nel paragrafo seguente applicheremo queste considergeoottenere un’importante
formula relativa all’entropia.

2.4.2 Formula di Gibbs per I'entropia

Nell’ensemble canonico la probabilita di occupazioneligello € data dap; =

67;” . Prendendo il logaritmo di entambi i membri e calcolanddmvalior medio
Si ottiene

> pilogpi = (logp) = =8> piei—log Z> pi-
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Utilizzando la relazione trbog 7 e F' illustrata nel paragrafo precedente e la nota
relazioneF' = E — T'S si ha subito

S=—krY,pilogp; = —r (logp)

Questa importantissima relazione, nota come formula db&fter I'entropia, ha
il pregio di essere di grande generalita ed e applicabd&ersi rami della fisica
e in particolare alla teoria dell’informazione.

Notiamo intanto una semplice conseguenza: poickep; < 1,= S > 0.
Nel caso in cuiS = 0 tutti i p; 0 sono nulli o valgono 1. Poichg . p; = 1, si con-
clude che c’e un unico livello energetico occupato; qudistslo corrispondera
naturalmente col livello fondamentalg per cui possiamo scrivere

S=0=p,=1,pi=0Ve >0,

cioe perS = 0 tutti i sistemi dell”’ensemble” canonico corrispondonowdunico
microstato. Vedremo che questa situazione si verifi¢a-a 0.

E da notare che la definizione di entropia nell’ensemble ei@mooconcorda
con quella fatta nell”’ensemble” microcanonico; infattiguesto ultimo caso se
ci sonof) microstati tutti ugualmente probabili, la probabilitzsasiata ad ogni
microstato & , quindiS = —x Y, S log & = klog ), cvd.

2.4.3 moltiplicatori di Lagrange

In questa trattazione abbiamo usato come punto di partenzastre conoscenze
sull’approccio microcanonico per ricavare le proprietadamentali dell’ensemble
canonico. Si possono ottenere gli stessi risultati con yrageio indipendente
che va sotto il nome di metodo dei moltiplicatori di Lagran@aiesto metodo ha
basi concettualmente piu solide ed e generalizzabilegadtgo di ensemble.

Sian; i numero di sistemi dell’ensemble” con energia Il set di numeri di
occupazionén,, ns, ...n;...) forma una possibile configurazione dell’ "ensemble”
ed e soggetto alle due condizioni

%

522@7% s

%
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dove& e la somma delle energie di tutti i sistemi e quiidi= % e I'energia me-
dia per sistema, che possiamo identificare con I'energemniat(notare che i livelli
energetici; non sono i livelli delle componenti microscopiche del siste ma le
possibili energie del sistema macroscopico). Ci sono nuerse maniere di dis-
tribuire gli N sistemi nella configurazione:, no, ...n;...), infatti, permutando tra
loro gli N sistemi e tenendo conto che permutazioni che scambianortrasis-
temi nello stesso livello non sono distinguib#i la molteplicitaP (ny, ny...n;...)
della configurazione & data da

N!

P(nl, No, nl)

La probabilita di occupaziong del livello ¢; € data da

b = <&> _ niP(ni,ng,...)
N }Z{ni}P(nlanQ---)

{n17n27"'

dove i set{n;,n,...} soddisfano i due vincoli precedenti. Il calcolo esatto
dell’eq. precedente € complicato e si puo’ valutare esgdtde solo pelN grande.
Ma perN grande la molteplicit#®(n4, ...) ha un picco molto pronunciato per una
particolare configurazion@, n,, . .. ) (che & quindi la config. piu’ probabile) ed
il picco e tanto piu stretto quanto piti € grande; quindi si puo’ rimpiazzare |l
valor medio(%¢) con il valore piu’ probabilé:.

Il calcolo di % & molto piu’ facile: Poiche il logaritmo & una funzione nw
tona crescente del suo argomentoypz di P coincide col max diog P. Noi
cerchiamo il max condizionato dai vincali = Y. n, €€ = > . ¢;n; . Per tenere
conto di questi vincoli utilizzeremo il metodo deioltiplicatori di Lagrangestu-
diamo la funzione

f(nl,ng,...) zlogP(nl,ng,...)—aZni—ﬁZniq

dovea e (3 sono parametri liberi ( detti appunto moltiplicatori di Lragge) che
servono a implementare i vincoli.

SeN en; sono grandi si puo’ usare la formula di Stirling per il fattde.

Nel max dif(ny,ns...) sihadf = O, cioé

df = —Z(logni + a+ fe;)dn; .

%
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Poiche gli incrementin; sono linearmente indipendent
logn; = —a — Be ,= n; = e e P

« e (3 sono ora fissati imponendo i due vincoli:
N = Zﬁl = e Y P
7

che determina: el
o Zz € “
N

0P
— o PBei 24@6
E=e QZGZe “=N Zlie_ﬁei

=€

7

che determina in linea di principi6.

def. Z = Z e P4 = funzione di partizione

7

L p= & S, ee P _ OlogZ ;

N Z op
Poiché consideriam@®/ molto grande, possiamo identificare il valor medig)
con il valore piu probabile;, per cui possiamo scrivere

__ﬁi_e*ﬁei_ 10logZ
PENTTZ T T3 0

che coincide con la (2.4.1).

2.4.4 fluttuazione dei valori medi

Il metodo che abbiamo usato per determinare la probaldlitaccupazionep;

e noto come "metodo della distribuzione piu’ probabile”erPendere comple-
tamente soddisfacente questo metodo bisogna dimostraraleteno nel limite
N — oo le deviazioni dalla distribuzione piu’ probabile possossere rigorosa-
mente trascurate. A tal fine conviene studiare il comportamdelle fluttuazioni
rispetto al valore medio al crescere Ni. Se si riesce a dimostrare che le flut-
tuazioni, ossia la dispersione delle configurazioni, temdero perN — oo, al-
lora una sola configurazione sopravvive in questo limiteiedjda distribuzione
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piu’ probabile coincide con la distribuzione media e in®itrvalore medio di una
grandezza fisicad) = ) . piA; rappresenta fedelmente il valore misurato.

La grandezza fisica che descrive I'effetto delle fluttuazgn valor medio e
la varianza. Cominciamo a far vedere che la varianza deliga internabl = ()
e direttamente legata % Infatti la varianza diF' e per definizione lo scarto
quadratico medio:

((0E)%) = ((e = B)*) = () =2 E(e) + E* = (¢*) — (¢)*.
d’altra parte

OFE 0 Y .¢ge P ele P B 0Z
_ ZZCG :_ZZG € = + €>2'

__2
98 — 03 2 7 7203 (e +4

E facile convincersi che la varianza dell’energia inteenana grandezza estensiva
perche & proporzionale al calore specifico

o <aE) _OBdf 1 9B _ (&) ()

orT

T 9B8dT T kT2 03 KIZ

Cy € una quantita estensiva quindi € proporzionalé @ anche I'energia interna
E e proporzionale &, quindi il rapporto tra la dispersione dei valori dell'egir
e il valor medio & dell’ordine di /v/N:

o)

Cio mostra che nei sitemi macroscopidy ~ 10%%) I'effetto della dispersione
dei valori € molto piccolo (tranne come vedremo nei sitertiat), quindi il val
medio rapresenta pienamente le proprieta macroscopeltestema.

2.45 Teorema di Nernst

Cy > 0 implica che I'energia interna di un corpo sia una funzionenotona
crescente della temperatura, per cui per la temperaturamaipossibile, cioe
T = 0, 'energiaF assume il valore minimo possibile: i costituenti microscop
del sistema sono tutti nel loro stato fondamentale; pesa®: € la probabilita di

4Questa relazione dimostra direttamente la disuguagliafiza > 0 gia dimostrata
nell’approccio con I'ensemble microcanonico.
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occupazione del livelle—esimo ei = 0 corrisponde allo stato fondamentale, la
condizione di energia minima si traduce in:

pi=0i0=>5=—-k)Y pilogp =0

Cioe, I'entropia di ogni sistema allo zero assoluto e as# /o stato fondametale
non é degenetequesto € I'enunciato del teorema di Nernmsito anche come |l
principio della termodinamica.

L'entropia non e l'unica grandezza termodinamica che siudla allo zero
assoluto. Per esempio, poictie =T (4%),,,aT = 0 = Cy = 0.

Un’altra conseguenza del teorema di Nernst e che il coeffieidi dilatazione
termica ;) si annulla pefl” = 0, infatti utilizzando 'energia libera di Gibbs

G =G(T,p) siha
oG oG
"= (a—p)T ’ S“(a—T)p

N vy G [0S
or), oTop op ),

che e una delle relazioni di Maxwell gia discusse al parfagga2.3.5. Ora a
T = 0 I'entropia.S & nulla per ogni valore della pressione, percio’

oS ov
—— =0=|%5) =0.
(%)== (),

Lipotesi alla base del teorema di Nernst & che lo stato &omehtale del sis-
tema non sia degenere. Se la degenerazione ¢ finita I'éatnop € esattamente
zero ma il suo valore e trascurabile (vedi la nota a pié djie ) e la densita
di entropia e zero nel limite termodinamico. Esitono pdeb sistemi in cui la
degenerazione dello stato fondamentale cresce espolmeeaia col volume e da
quindi un contributo non trascurabile all’entropid’a= 0 (detta entropia residua)
come si mostra nel paragrafo seguente.

Entropia residua del ghiaccio

Nel lontano 1933 una serie di esperimenti mostrarono chieidagio ordinario a
temperatura molto bassa possiede un’entropia anormadnetataté.

5Se invece lo stato fondamentale ha degeneraziogammediato verificare dalla formula di
Gibbs che I'entropia & = 0 vale S = « logm
SW.F. Giauque and M. Ashleyhys. Rev43,81 (1933)
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L'interpretazione teorica di questo fenomeno trovata ddiRg due anni dopo
& particolarmente semplice e illuminante Il ghiaccio normale cristallizza in
un reticolo tetraedric§ in cui ogni atomo di ossigeno O occupa il centro di un
tetraedro e forma quattro legami con i 4 O posti nei tetraeainfinanti. In questi
legami, detti come & noto legami idrogeno, I'atomo di ideng H non e posto
esattamente a meta, ma € piu vicino a uno dei due O chewuggyi Ogni legame
ha dunque due posizioni possibili: O-H-O o O-H-O.

Ogni configurazione ordinata di un cristallo di ghiaccio elewbidire alle
seguenti due condizioni

A Ogni legame contiene un atomo di H

B Vicino ad ogni atomo di O ci sono due atomi di H (in modo da farenuna
molecola d’acqud)

Consideriamo ad esempio tutte le configurazioni che soaldisia condizione
A. Poiché perN atomi diO ci sono2N legami idrogeno ed ogni legame ha due
posizioni possibili, il numero totale delle configurazian2?V = 4V. Delle 16
configurazioni che riguardano un dato nodo sélsoddisfano la condizione B,
dunque il numero di configurazioni permess@é= 4 (Z)¥ = (2)V. Allo
stesso risultato si arriva partendo dalle configuraziorisihddisfano la condizione
B: ogni molecola d’acqua all'interno di ogni tetraedro pagssumere 6 config-
urazioni possibili e occupa due dei quattro possibili legaimAffinche’ queste
configurazioni siano compatibili con gli atomi circostaaticorre che negli altri
due legami gli atomi H siano in posizione distante. Le pasigpossibili di H nei
due legami sono 4, dungue solo una su quattro @délleonfigurazioni soddisfano
entrambe le condizioni, dunqée= (2)" e dunque I'entropia residua &

3
S(T =0) :/iNlogi

in buon accordo con i dati sperimentali.

L. Pauling,J. Am. Chem. Soc7, 2680 (1935)

8Pill esattamente & una wurtzite esagonale in cui gli atowssigeno distano I'uno dall’altro
2.76A.

9Nel vapor d’acqua la distanza di O dai due atomi di H & @95
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2.4.6 Teoremadiequipartizione dell’energia e teorema défiri-
ale

Vediamo ora qualche conseguenza importante del formaldetiensemble”
canonico applicabile alla formulazione classica. In quesiso la somma sui liv-
elli energeticiy . e~ & in realta un integrale nello spazio delle fasi

Z(ﬂ, V) _ /eﬁH(p,q)dw 7

fN, jfN . .. . . ..
dovedw % N denota il numero di sistemi microscopici (molecole) che

compongono il sistema macroscopicg € il numero di gradi di liberta di ogni
sistema microscopico. Calcoliamo il valore medijg), doveq € una qualsiasi
coordinata lagrangianaeil suo momento coniugato. Poicke= %—H

. fpaH —HB g, 1 o
<pCI> W = —B/P—

Nell'ultimo passaggio si e fatta un’integrazione per patove il primo termine e
stato omesso, perche nei casi fisicamente interessattti? & zero agli estremi
dello spazio delle fasi. Analogamente si ha

/ 0 ﬁHdw/Z—ﬁ/ ) dw/Z——%

In meccanica la quantity_, ¢;p (dove la somma & estesa a tutti i gradi di liberta
i=1,2,..., fN) e dettaviriale V del sistema. Quindi

)= (Car) = —

che costituisce ilfeorema del Viriale
Ora in molti sistemi fisicamente interessafitie una funzione quadratica gli
el/o dig;. Per esempio I'Hamiltoniana di un sistema di particelletde
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Quindi, dalla prima delle relazioni trovate si ha
Lo . OH
@) = (3 hi - ) = 2(H) = 3NT
J j J

3N
Quindi ogni grado di liberta contribuisce all’energiagéma con un’energia pari
a %IQT. Un altro esempio molto importante, a cui si possono ricoredmolti
sistemi fisici € un sistema di oscillatori armonici disgopiati:

()

oH oOH
éz@m %ﬁ—m

= FE=(H)= §<ijq'j —quﬁj> = NkT

= ogni oscillatore armonico (2 gradi di liberta corrispontieall’energia cinet-
ica e potenziale) contribuisce all’energia interna coneaergia pari a7. =
Teorema di equipartizione dell’energi®gni grado di liberta di un sistema mi-
croscopico classico in equilibrio termico contribuiscBeslergia interna con un
termine pari & 7.

Il teorema di equipartizione dell’energia e in contradaiie col teorema di
Nernst, infatti in base al teorema di equipartizidne« T = (%2),, = Cv = cost
mentre &I’ = 0 Cyy = 0. In realta il teorema di equipartizione dell’energia e
violato da tutti i sistemi reali a bassa temperatura: éetinfaa delle ragioni che
hanno condotto a formulare la meccanica quantistica. tetea di equipartizione
e asintoticamente verificato ad alta temperatura, quaadiifferenza tra i livelli
energetici successivi e piccola rispette’a.

2.4.7 Oscillatore armonico
Lo spettro dell’oscillatore armonico e dato da

1 w
), n=0,1,2...—=v

1
n = hw -
€ (n+ 5 o

2) = hv(n +
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Quindi,
—Bhw)/2
_ —Ben _ _—PBlw/2 —Bhwn __ €
Z—Ze ¢ Ze T 1 — e—Bhw

1
F=—kTlogZ = hw/2+ Blog (1—e ™)

0 huwePhw hye=Bhv

Per un sistema dt oscillatori armonici disaccoppiati di pulsaziong, ws . . . wy

si ha . . .
Fot =Y F, Ziw=]][%, Bt =) _Ei
=1 =1 =1

F; = hw; /2 +%10g (1- e’gh‘”i) , ecc.

2.4.8 Corpo nero

Una cavita a pareti riflettenti in equilibrio termico allemperaturd’ puo’ essere
trattata come un sistema di oscillatori armonici disac@ajpp Ogni oscillatore
corrisponde a un modo normale di vibrazione (o onda staz@ndel campo elet-
tromagnetico.

Se f(v)dv & il numero di oscillatori di frequenza compresa tr& v + dv,
I'energia interna del corpo nero sara

o hye=Phv
E = \/O Eyf(V)dV, EV = m

I modi normali d’oscillazione e la densifd») dipendono dalla forma della cavita,
ma I'energia interna, nel limite termodinamico, non dipemtlla forma ma solo
dal volume. Percio, per calcolare facilmente )dr consideriamo una cavita a
forma di parallelepipedo di spigol,, L,, L.. Per comodita’ sceglieremo con-
dizioni al contorno periodiche, dato che nel limite termmahico le proprieta che
studiamo non dipendono da queste condizioni. La radiazteteromagnetica in
equilibrio nella cavita si puo descrivere anche come wedjéotoni, il cui impulso
p' e, per condizioni al contorno periodiche,

27h 2mh 2mh

DPe = L—xnﬂﬂ Py = L—yny Pz = L—an =0, F1,F2,...
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Fissata una terna,, n,, n, di numeri interi relativi non tutti nulli e individuata
una coppia di modi normali di vibrazione della cavita, cligedscono tra loro
solo per il piano di polarizzazione. La pulsaziandi questi modi € data da

hw = hv = cy/p2 + p2 + p?,

dover e la frequenza e la velocita della luce. L'energia interna € dunque

Nel limite termodinamico possiamo rimpiazzare la somma eorintegrale. |
numero dei modi normali di vibrazione compresitrae n, + dn,, n, €n,+dn,,
n, en, + dn, e 2dn,dn,dn, = Q%dpxdpydpz, dove il fattore 2 tiene conto
appunto degli stati di polarizzazionde= L, L,L.. Quindi si ha, utilizzando la
nota relazione = hv/c,

hueﬁh”
3
_2—///Ed =2— 47?/ Epdp—87r—/ 1_eﬁhv

Ponendar = phr siha

VH4T4 00 :L’Befx
E =8 dx.
fvEre /0 1—ea "

Calcoliamoci ora I'integrale scrivendo innanzitutto ilrdeminatore come somma
di una serie geometrica:

/O _Z/ a:e"xdx—Z/ *ydy

e ) 5 oo 1
:/ @yydyzljmz—

0
dove si & posta.z = y e si sono utilizzate le note relazioni
OO d 1 4
F(Z)Z/ e~y T(n+1)=nl, Z_:”_
0 )

- nt 90’

doveT e la funzione Gamma di Eulero.
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In conclusione si ottiene leegge di Stefan-Boltzmann

E  8nokt w2kt
== T = T = oT?
vV 15h3 (15hc)3” ¢

doveo € la costante di Stefan. Il calore specifico a volume costamjuindi

OF
= (=) =4073.
Cv (aT)v 7

L'energia emessa dal copo nero per unita di frequenza edqudiata dalladis-

tribuzione di Planck 13
8tV v
Ez/f(y) = C3 eghy -1

che ha un massimo pér,,../xT ~ 2.822, quindi la radiazione emessa dal corpo
nero ha un massimo per una frequenza che cresce con la tearperguesta
relazione permette di determinare la temperatura del cagyo a partire dalla
frequenza di massima intensita.

Perh — 0 ( 0 equivalentement® — oo) si ottiene il limite classico, noto
comedistribuzione di Rayleigh-Jeans

E,f(v) — 8aVV2kT .

Calcolo dell'energia libera di Helmholtz:

/ v log (1 —e ™) dv = ;r 3 /<¢4T4/ 2*log(1 — e *)dx .
0 ch 0

8tV

F pum—
fe
Integrando per parti si ha

—E%KZLTZL /OO vt dx = —EE ;
3 h303 0 3

da cui si ricava

g_ (OF\ _4E _ (OF\ _oT" _1E
~\or), 37T YT \ov),” 3 T3V

L'ultima e I'equazione di stato di un gas di fotoni. Notaie differenza con
'equazionepV = %E valida per gas perfetti non relativistici, che si puo’ rieaae
dal teorema di equipartizione dell’energia.
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2.4.9 Calore specifico dei solidi

Con poche modificazioni I'analisi precedente puo’ esseicgta a un sistema
completamente diverso: un solido cristallino.

Le vibrazioni termiche di un cristallo possono essere désda un sistemadi
modi normali di vibrazione (onde sonore stazionarie) epondenti a oscillatori
armonici di pulsazione = w(k) dovek = 27/X € il numero d’onda. Differenze
con il gas di fotoni:

e Lalegge didispersione = w(k) € diversa da quella del fotone & ck) e
dipende dalle caratteristiche fisiche del cristallo.

Per )\ sufficientemente grandi(k) assume la forma lineate = ck, dove
orac e la velocita deluononel cristallo. Queste eccitazioni si chiamano
fononi

e Glistati di polarizzazione sono 3 (c’e anche la polarizaae longitudinale)
e le proprieta di propagazione son diverse per diverseigakzioni.

e % ha un limite superioré,,,, dovuto al fatto che non possono propagarsi
vibrazioni con lunghezze d’onda piu’ piccole di due passcatari a: A >
2a

Approssimazione di Debye:(k) = ck, 0 < k < ks

Var

= F=3 =

/ ” E2dv (Vimae = kmazC/27) .
0

Se il cristallo contieneV nodi per unita di volumey,,... Si puo’ approssimativa-
mente valutare eguagliando i gradi di liberta degli oatilti armonici con quelli
dei nodi del cristallo:

V Vmazx V
3—347'('/ Vv = 47?—3V5’wz =3VN .
c 0 c
Si ha, ripetendo gli stessi calcoli del caso del gas di fotoni

/4(;4T4 Tmazx .73'36_33 @ hl/
E =127V d ez = — ,0 = —%
i (hc)3/0 et " T K

© = temperatura di Debye ( dipende dalle caratteristiche fesd# cristallo).
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: ° 5
Limite classicol’ > © = [ 2dy ~ [T 22dz = £, quindi

oE

B 47V K? oL
N oT

b=y

3T = Cy = < ) = costante
14
Questa costante si puo’ valutare semplicemente facendesacal teorema di
equipartizione dell’energial’ = 3V NkT da cui si ricava subit@y, = 3nR,
doveR € la costante dei gas perfetti.
PerT < © le formule coincidono con quelle del gas di fotoni e quiaghi
T3.

2.5 Proprieta di minimo dell’energia libera

Vediamo ora di ricavare alcune fondamentali proprietantainamiche che ci
saranno utili in seguito.

Consideriamo un sistema macroscopico immerso in um mezabnco in
equilibrio termico alla pressiong,, volumeV, e temperaturd’, e chiediamoci
qual’e il lavoro che dobbiamo applicare al sistema pergrttfuori dall’equilibrio
termico a una temperatufiae a una pressione

mezzo continud
Doy 1o, Vs

sistemal
p, T,V

Parte del lavord. fornito produrra un incremento dell’energia interna deteama
e parte andra a finire nel mezzo continuo, percio’ la vaoiagidi energia interna
del corpo sara

AE =L-AE,.

Poiche il mezzo € in equilibrio, per il | principio si haf, = T,AS, — p,AV,
= AE =L —T,AS, + p,AV, .

D’altra parteAV, = —AV e inoltre I'entropia totale de{ sistema + mezzo con-
tinuo } aumenta:AS + AS, > 0, dove il segno di eguaglianza vale solo se la
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trasformazione & reversibile
= L=AF+ p,AV +T,AS, > AE + p, AV — T,AS = A(E + p,V —T,S)

Il lavoro minimo necessario sa®,,;,, = A(F + p,V — T,S) e vale solo se la
trasformazione e reversibile. Supponiamo ora che il giatsia lasciato a se stesso
e nessun lavoro venga fornito al sistema, quingi O = A(E—-T,5+p,V) < 0.
Dunque i processi irreversibili e spontanei che si instaorguando il corpo e
lasciato a se stesso implicano che la funzidhe 7,S + p,V decresca finche il
sistema non raggiunge I'equilibrio. Infatti all’equilibrsi avral = T, ep = p,
percioA(E + p,V — T,5) = AE + pAV — TAS = 0 per il | principio.

Ci sono due casi particolari importanti:

e |) Il corpo subisce una trasformazione spontanea versailibgo a volume
V eT costanti (perciol =T,)

= A(E—TS)=AF <0 (2.5.1)

Quindi I'energia libera di Helmholtz ha un minimo in condini di equilib-
rio. 10

e II) Il corpo subisce unatrasformaziond'&p costantie 7T'=T,, p = p,)
= AE-TS+pV)=AG<0 (2.5.2)

Questa volta e I'energia libera di Gibbs ad essere minima.

2.5.1 Disuguaglianze termodinamiche
La condizione che all’equilibrio la grandezza descritt@iacedenza
E-T,5+pV

sia minima implica delle disuguaglianze termodinamich@ontanti. Sarebbe
facile provare anche per questa via la disuguagliariza- 0.

Studiamo invece le trasformazionilae V' costanti. Dividiamo il sistema in
due sottosistemi 1 e 2 arbitrari e variamo leggermente d l@iume relativo:

0=0V=0Vi+06V,, F=FY4F®

Ose il corpo hdl' e V fissati, ma non & in equilibrido stato del corpo non & individuato solo
daT eV edF dipende dalle variabili microscopiche.
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PoicheF ha un minimo in condizioni di equilibrio, si ha

1 02FM 02F®
§F = =0V2 [ | = -
2 (), (i ),) =

Poich‘e la suddivisione tra sistema 1 e sistema 2 € arlaiteartrambi gli addendi
devono essere separatamente positivi

02F® Op

In conclusione, in ogni espansione isoterma di un qualustgiema in equilibrio
la pressione diminuisce.

2.6 L”ensemble” gran canonico

| sistemi macroscopici che vogliamo studiare sono complastin grande numero

N di costituenti microscopici. Di solito il numer non edirettamente misurabile

e d'altra parte a noi occorre sapere solo il valore meao. Conviene immag-
inare che il sistema in esame, che e in equilibrio con unastato, possa scam-
biare con esso non solo energia, ma anche particelle mapasee. Possiamo poi
pensare di sostituire il termostato cdh— 1 copie mentali del sistema esistente,
cosi’ come avevamo fatto per I' "'ensemble” canonico. Ingaamo conn,. il nu-
mero di sistemi che ha energiae possiedeV, componenti microscopicheM. &

un qualsiasi intero e, dipende anche dal numero di componenti microscopiche:

es = €5(N,) Si ha allora:
D s =N

> N, =NN

Z nrs€s(N,) = NE

dove N & il numero medig= (NV)) di componenti per sistemal€ € I'energia
interna. Un "ensemble” siffatto e detto "ensemblgfan canonico Possiamo,
in analogia a quanto abbiamo fatto per I' "ensemble” canmnaercare la dis-
tribuzione piu’ probabile. L"”ensemble” gran canonico pesle un vincolo in piu’
rispetto a quello canonico e percio’ interverra un altrdtipticatore di Lagrange,
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legato alla conservazione del numero totale dei componé&rdia la simmetria

nelle formule tra i livelli energetici,. e il numero di componentV, si avra:
Npg e*aNr*ﬁfs

—P= .
N s ZZJ efaNifﬁej

Introducendo ldugacitaz = e, il denominatore si puo’ scrivere nella forma

Q2 0,V)= > 2MZn(8,V)
N,=0

dove Zy, (p, V) € funzione di partizione dell'insieme canonico (dove ihmero
di componenti microscopiciV, € costante). La nuova funzione di partizione
Q(z,3,V) & nota in letteratura comgrand partition function”

Poniamo
segue
0 0 0
E——%q, N——%q—zgq.

Vediamo oradi ricavare un’interpretazione termodinangicautilizzando il metodo
gia usato pelog Z:

Jdq
O¢,

_ g dq _
dq_aada+aﬁdﬁ+; de, = —Nda — EdS ﬁ;prder

= d(¢+ Na+ EB) = 3 (%NHZE— (de)) .

g
Avevamo gia visto che-(de) & interpretabile come il lavoro fornito dal sistema:
0L = —(de). D’altra parte I'incremento totale di energia interé&, nel caso di

un sistema che puo’ scambiare anche componenti micros@mpic corpi con culi
e a contatto e, come si e gia visto in (2.3.2),

dE = 5Q — 6L + pdN = TdS — pdV + udN

dove & il potenziale chimicd! ConfrontandadE con il membro di destra di
d(¢ + Na + Ep), tenendo conto chg(5dN + dE — dL) & una differenziale

1Ricordiamo che due sisterhie 2 a contatto che si scambino energia, volume e componenti,
all’ equilibrio soddisfano le tre condiziof, = T5, p1 = p2 € 1 = pa.
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esatto (cioe il differenziale di una funzione), si vede aleelegata au da% =—u

e inoltre s
d(g+ Na+ EB) = 56Q = "

S
= —=q-pfN—-Ef
= qrT =ST+uN — E .

D’altra parte, avevamo visto che sfruttando appieno la petdp di estensivita
dell’energia interna si poteva ottenerne una forma fini{@iB.3), che qui trascriv-
lamo: £ = ST — PV + uN. Inserendola nelleq. precedente si ha infine
kTq = pV, cioe

_

log Q(z,8,V) = T (2.6.1)

che e il legame cercato tra la "grand partition funtion” eglandezze termodi-
namiche. Il formalismo dell’ "ensemble” gran canonico étgalarmente adatto
per descrivere un gas di Bose o di Fermi ideale, cioe un gasaio da/N par-
ticelle non integranti che soddisfano alla statistica ds&&instein (la cui loro
funzione d’onda e simmetrica rispetto a ogni permutazidelée coordinate che
descrivono queste particelle), o alla statistica di Felbinac ( in cui la f. d’onda
e antisimmetrica rispetto a ogni scambio).

2.6.1 GasdiBose ideale

Supponiamo di avere un sistema gércomponenti microscopiche disaccoppiate,
distribuite su un insieme di livelli energetiei,. | valori E; possibili dell” energia
totale del sistema sono dati da

E; = Z Ng€q
a
conilvincoloN = )" _n, per cui

Zn(3,V) = Z e BB — Z e B2a €l

(>~ ' =somma vincolata). Se non ci fosse il vincolo sarebbe facleatare
esplicitamente la funzione di partiziori®y dell'insieme canonico, perche ci si
ricondurrebbe di nuovo a un insieme di sistemi disaccopgpaamhe nel caso degli
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oscillatori armonici. Il vincoloN = > _n, rende il calcolo diZy (3, V') molto
piu’ complicato.

Viceversa, il calcolo della grand partition functi@(z, 3, V) € molto sem-
plice:

Z 67 io:ZNZN Z Z ! _Z naeaﬁ—HZ eaﬁ
N=0 e
1 1
== -l

da cui si ricava

6_18(611_#) 6_ﬁ€a

Y ) - 5 [ 0logQ
<N>:N—B%logQ—za:m_za:1—zeﬁea_z< 0z )ﬁ

dlog Q €qze P
\B) ( ap )Z ; 1 — ze Pea
. Nel caso in cui le componenti microscopiche siano molenma@oatomiche di
energia cinetic%&;, sostituendo la somma sugli stati, con un integrale sugli

impulsi
V47T
Z e / " pdp

o

4V [ P, ze~PP?/2m A47Vomy2m [ yrdyze Y’

= F=— —p°d = =
3/, om? P10 /2m h333 o 1—ze v
4 V
T 4dyz e v’n

Ponendo poi nell'integrale = 1°n (e qumdldx = 2nydy) si ha
27TV (2m / g
.1'26
2 _1 n2

/ zie " dr = I'(5/2),

Poiche
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ed inoltre vale la nota relazione funzional€(x) = T'(z + 1) da cui si ottiene

L(3) =303, T3 =3I'G), TG =Vr
;»r(g) VY r(g) SV
Poniamo

-3 5

3
NN
3‘1\1

Questa e una funzione non negativa crescente nellifiterva< z < 1, inoltre si
sa checs( ) ~ 1.341 ed e inoltre facile verificare che la serie diverge pes 1
(utlllzzando ad esempio il criterio del rapporto). Si ha anclusione:

h
A =
2mmrT
similmente si ha:
N A7V [, ze= P /2m
h3 pl — ze—Bp*/2m

o

3 ) s o
. A7V [(2m\ 2?2 [ 5 dyze™ B 27V (2m) 2 o [0 L
= h3 <7) /O Y 1 — ze ¥ - h3 (7) nz:l n_% ] \/Ee dx =

_ 22;/ (%m)%r(?)m)cg(z) ,

quindi

In particolare si h@g(l) ~2.612.
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Utilizzando le due espressioni trovate @gee per/N possiamo ancora scrivere:

B = NG (:)/¢y(2) -

La "grand partition function” si puo’ porre nella forma:
—Be;
log Q(z, 5,V Zlog ze—ﬁﬁl — Zlog (1 — ze )
Passando dalla somma all'integrdle — [ 25d®p si ha

V > )
log Q = ——47r/ pdplog <1 — 2o PP /2m> _

B3
Vidr [*d p?
:_ﬁg ; d—pdplog (1—265%) =

2
Vdr [ 283 prdpze Prm

2
= ZEB.
Y 510

o 2M_ e-ts
Poichelog Q = Z- ,

= pV = 3E .
Essendo questa una relazione esatta, vale anche nel llastah — 0. Questo
lo si puo’ verificare direttamente applicando il teoremagliipartizione dell’ en-
ergia, che d& = gNnT. Inserendo questo valore dinella formula precedente
si riottiene I'equazione di stato dei gas perfetti.

Osservazione: i valori permessi per la fugacitsono compresi nell’ interval-
lo0 < z < 1. Poichéz = ¢’* = ;1 < 0, ciog il potenziale chimico & sempre
negativo.

Vediamo ora qualche conseguenza delle due formule messenite. Per un
gas rarefatto ad alta temperatura e piu’ precisament%@e?r<< 1si ha%ﬂ% =

(2W) (z(2) < 1. Poiche 3(2) € 1= 2 < 1equindi
Ca(2) ~ 2, C3(2) ~ z, per cu@(z)/gg(z) ~ 1 e quindi
3 3

= FE = -NkT = —nRT
2 2

2m7r

(n = numero di moli).
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Quindi in questo limite si ottiene il risultato classico iccardo con il teorema
di equipartizione dell’energia. Al decresceréldla fugacita cresce fino al valore
z = 1. Oltre questo valore le formule precedenti perdono di igaio. Il valore
minimo di %ﬁ% compatibile con la formula precedente e

N s [(2mr\? 1 omr (D)

dovep = % Il fatto che perl" < T, le funzioni tremodinamiche = N/V e E
che abbiamo ricavato perdano di significato segnala cha neltra derivazione
abbiamo usato qualche assunzione che non ¢ in realtaabdssa temperatura.
L’'unica approssimazione che e stata fatta e stata laaswitituzione della somma
su tutte le configurazioni con un integrale. Evidentememelp < 7. questa
sostituzione non & piu’ valida. Riscriviamo dunghiecome una somma:

ze P 1

N = Z(nl) . (ng) = = z=e

1 —ze B z-lePei — 17

ni) >0=¢—u>0; ¢ < €41 = (No) > (ny) > ....

Se ), non si puo’ rimpiazzare pef < T, con un integrale, vuol dire che,)
non € una quantita trascurabile, perejo- 1 € molto piccolo= (n;) peri > 0 &
esponezialmente depresso:

(ng) < (ny)

Non é restrittivo supporre, = 0 (equivale a una ridefinizione i)

B 1 B 1
:><no>_z*1—1_e*m‘—1

1 KT
=>,u:—/<chog(1+ )z——,
(o) (o)

quindi perl’ < T, sihay ~ 0

Se si esclude il livello fondamentale, tutti gli altri liliekono scarsamente
occupati e quindi la sommatorja, puo’ essere sostituita da un integrale. Quindi
perT <« T, si puo’ calcolareN — (n,) esattamente come si era fatto pémnella
regionel” > T., ponendo pero’ questa volta~ 1 (ossiau ~ 0)

= (Neac) = N = (o) =V (2;’,?) % )
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D’altra parte si e gia visto che

quindi,

Quindi al di sotto della temperatura criti@@ una frazione finita di molecole oc-
cupa lo stato fondamentale. Questo fenomeno e dettmlensazione di Bose-
Einstein a bassa temperatura il fluido si comporta come l'unione @i fiuidi,
uno a entropia nulla, formato dall'insieme di molecole oadtato fondamentale
detto condensato di Bose-Einstel’altro formato dalle restantV.,. molecole
negli stati eccitati, che si comporta come un gas ordinario.

Sempre pefl” < T, si puo’ calcolare facilmente anche I'energia interna

3
T\ 3 3
E = °kT (mm ) VEs(1) = ST (Nexe) ~ SRT(Neac)0.513

che mostra che il teorema di equipartizione dell’energiacéato. Inoltre si ha
3
Cy = (g_?)v x Tz .

Cy

T. T

Non sarebbe difficile dimostrare, confrontando le formwd#’dnergia interna per
T <T.eT > T, cheCy haun punto angoloso p&r= 7., in quanto la derivata
destra differisce da quella sinistra.
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Ogniqualvolta qualche grandezza termodinamica ha unalksinh per un
dato valore dil" si dice che il sistema subisce in quel punto una transizione d
fase. Dunque la condensazione di Bose- Einstein € undziams di fase che si
manifesta in un gas di Bose ideale a bassa temperatura.

Vediamo ora altre proprieta termodinamiche del sisterfia<a 7. DaCy =

(57)y

S5 F
= Cy = -~
Y
Poiche inoltre
oS oS Cy bHFE
Cy =T\ > - = =75
T ), or), T 2T
Ts5E 15 (2mn ) 2 s [T
=8 = O Sgadl == ( s ) Vs (1)k2 i VTdT =
15 [ 2mm\ 2 52 3 b E
=1 () vameigr <57
Quindi I'energia liberaF" = £ — T'S e data da
2
F=F- §E =—-F
3 3
e la pressione vale = — (45),, = £ . Si ottiene, come c’era da aspettarsi, la
stessa relazione trovata gér> T... Notiamo che ora si ha

ot

p= (22’;”)% L ()(T)

2

ed & quindi indipendente da ¥

2Questa transizione fu prevista da Einstein gia nel 1926 stata osservata sperimentalmente
solo di recente (1995) in gas rarefatti (in particolafe a bassissima pressione per realizzare il le
condizioni di gas perfetto) a temperature dell'ording @i ¢ Kelvin.

13|| fatto che nella fase freddA < 7. le espressioni (e la derivazione) delle principali grarzez
termodinamiche siano particolarmente semplici € dovllteliaminazione del vincolo sulla con-
servazione del numero di molecole, per cui il sistema etth f@escritto dal formalismo canonico,
in guanto entrano in gioco solo le molecole negli stati @ticituina variazione di’ provoca una
conseguente variazione ..., mentre vale: = 1 in tutta la regione.
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2.6.2 Gasdi Fermiideale

Le particelle di spin semi-intero (come ad es. I'elettrodefe®) soddisfano alla
statistica di Fermi-Dirac, che implica il principio di easione di Pauli: non ci
puo’ essere piu’ di una particella in un dato stato. Questaleda proprieta di
un gas di fermioni molto diversa da quella che abbiamo visiacaso del gas di
bosoni §2.6.1).

Studiamo il caso di un gas di fermioni ideale, formato ciegpdrticelle non
integranti. Nellagrand-patrtition functiorogni livello energeticae contribuisce
conze 7 se il livello & occupato o cohse il livello & vuoto, percio’

Qp = [J(1+ ze %)

a

(da confrontare con I'analoga formula del gas di Bas¢)

pv J— J— 7/6611
ﬁﬁ—logQF—;log(l—i-ze ).

Si puo subito osservare che la ricetta per passare da unidmsahi a uno di
fermioni con lo stesso spettro di livelli energetici € noademplice:

log Qp(z) = —log Qp(—2) . (2.6.2)

da cui si ricava

5
N:zglogQFzgi

)
0s ze—Peatl’

Supponendo che i fermioni siano delle partcelle di masskotate solo di energia
cinetica e sostituendo al solito la somdng, con un integrale sugli impulsi si ha

— —Bea
E =z2—1logQp :Z%

AV [ a2
gL =3 g/ pdplog(1 + ze™"2m)

dove g € la molteplicita dovuta allo spiny(=2 per spin%). Ponendo al solito

27rVg(2m
h3 B

= log Q = )%/ Vadzlog(l+ ze ™) =
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227V 2m.s [® z2drze®
BRENE 9(7)2/0 1+ ze = ~
Utilizzando nuovamente la cosiddetta lunghezza d’ondaitax
B h
 V2meTr
si ha p
log @ = ﬁVfg(z) (2.6.3)
dove si e posto
£2) = —— /Oo v ezt (2.6.4)
" r'ry), 1+ze™

Un metodo molto semplice per ricavare la grand partitioncfiom per un gas
ideale di fermioni (che indichiamo provvisoriamente ¢op) da quella di un gas
bosonico con lo stesso spettro energetiQg)(e basata sulla relazione (2.6.2),
da cui si possono ricavare direttamente le espressionVpgrer E e perp dalle
analoghe bosoniche senza dover fare nessun calcolo &splicparticolare si ha

o0

Fl2) = =G=2) = S

Che & lo stesso risultato che si ottiene sviluppando iresedenominatore
della (2.6.4). In particolare si ha

fra(2) = 2 £:(2)

Percio’ si ha
p g
T3 g(z)
N ¢ 34 3 fs(2)
== = J: E=-=VkKT = —rkTN-2

Da cui si ottiene in particolare)” = 2 E come nel caso bosonico. Anche il limite
di gas rarefatto ad alta temperatura (limite classicopdpice il risultato classico;
infatti per)\?’p < 1.:> f%(z) =~ fr(z) >~ z,pV =nRT, = E = %/@TN, come
vuole il teorema di equipartizione.

In conclusione, il gas ideale di Fermi ad alta temperaturaedistinguibile
dagli altri gas ideali.
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A bassa temperatura il comportamento € molto diverso: TPer 0 (cioe
A3p — 00), il gas viene detto completamente degerestéha un comportamento
caratteristico:

1 1 pere< p,
<n€> - E—[ _>11mT—>0:
ert + 1 0 pere>pu,

dovey, € il potenziale chimico a temperatura 0. Dundque) diventa una fun-
zione a scalino: tutti i livelli sottq:, sono occupati (e costituiscono il cosiddetto
mare di Ferm, tutti quelli al di sopra sono vuotj., vien detta energia di Fermj

ed & una caratteristica di ogni gas fermionico. Indicarauo«ge)de la molteplicita
degli stati di energia compresa & ¢ + de, Si ha

N = / " ale)de

2
Nel nostro casa(e)de = 24m"d

AV v P2 h
= N = 3 = =2F Np=— 2.6.5
g 3h3 Pr g)\%F(%) ) (EF om s AF \/m) ( )

pr = momento di Fermi. Linsieme di tutti i vettop dello spazio degli im-

pulsi tali cheep = % definiscono la superficie di FermiL'energia dello stato
fondamentale & = 0 € dunque

€r 9
EO:/ ea(e)de ™V

E, 3 2
_2FE,  gim o 5
Po= 35 = Tpmptr *F

Lo studio del gas di Fermi ideale p&r> 0 (gas quasi degenere) € piu’ delicato,
perche richiede la conoscenzafl{z) per »z grande. Conviene porre = ¢ e
sviluppare asintoticamente in potenze df.

oo pr—lg 13 r=14 o0 Lr—ly
e T r T T T T
L(r)f-(e") _/O er=¢ + 1 _/o er=¢ + 1 Jr/5 er=¢ 4 1



58 CHAPTER 2. GLI“ENSEMBLES” DI GIBBS

Poiche perf molto grandi = &+1 e una funzione a scalino, conviene riscrivere
I'espressione precedente nella forma seguente

& ¢ 2" e * g ldy
( )f?“( )_ E—x + z—&
r o €57+ 1 e €74+ 1
dove si € usata I'ovvia identita

L 1
e ¢4+ 1 ef=r+ 17

Poniamo oraj; = £ — z nel l integrale @), = = — ¢ nel 1l

o) = o [ [T

r em +1 emn +1

Poiche¢ > 1, possiamo sostituire I'estremo inferiore del | integrabe eo con
una approssimazione dell’'ordinedic )

L(r)f,(ef) = i—r + /OO &+ U)T_len—ifl— n)""Jdn +0(e™%)

Poiche(¢é +n)> =" <2‘) ga=npn
R e )]

Calcoliamoci ora l'integrale, sviluppando il denomina&aome somma di una
serie geometrica
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percio’ > 3° CU — 322 _ 1= _ = | conclusione
log z)" r(r—1)r?
(e) = SR T 01 (1og )

h I'(r+1) 6(log z)?

I metodo generale che si usa nell’ensemble gran canongengpre in due
passi:

1. Dalla relazion€} = g)%%(%) = 35 f2(2) siricava (in linea di principio) la

fugacitaz in funzione diN che e costante per ogni valoredj e quindi si
puo utilizzare la sua espressione (2.6.5) in termini dalrgia di Fermé

2. Siinserisce il valore della fugacita nell’espresside#i’energia interna ( o
delle altre grandezze termodinamiche).

Ricaviamo allora, a bassa temperatgta> 1), in approssimazione zero (cioe
tenendo un solo termine iﬁ%)

N)\S . N %
——F(g) ~ (logz)% = logz = \? (V—g¥) = Ber,

dove nell'ultima uguaglianza si & usata la (2.6.5). Peich= e*?, si hauy =
kT log z ~ ep.
L'approssimazione successiva (cioé due termini nelluppio di f,.(z)) da

cotnt = (0Q)5y2)) =1ogz (14T

12 (log 2)?

wln

2 T 2
- logz = Bep <1 - ”—(“2) ) , (2.6.6)
12 €

da cui, per inciso, tenuto conto che in generale sba = [, Si puo ricavare la
prima correzione irf" del potenziale chimico:

2 T 2
pmer =TT oy, 267
Si ha
E 3 _[fiz) 3 m 1
v iﬁTf%(z) = nglogz (1 + 7@ + 0(1/(108;2)4)) :
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Inserendo la (2.6.6) otteniamo, nella stessa approssimeazi

E 3 - n? (KT 1+7r2 KT\ 3 1+57r2 KT\ 2
— = —€ - - = —€ - -
N 57 12 2 e 5 7 12 \ep

=0, = 51{]\7—7?2 =——N,

doveTr = & e latemperatura di FermiDunque il calore specifico a bassa
temperatura di un gas di Fermi ideale e proporzionale a

Gas di elettroni nei metalli

Gli elettroni della banda di conduzione dei metalli si comt@no in molti rispetti
come un gas di Fermi ideale. In realta gli elettroni, esseazidttricamente carichi,
interagiscono tra di loro e col reticolo cristallino di iopositivi che li ospita.
Tuttavia 'effetto complessivo di queste interazioni haneoeffetto di cambiare
la massa veran. degli elettroni in una massa effettiva < m, che dipende
dalla natura del metallo. Tenuto conto di questa correzidrgas di elettroni di
conduzione in un metallo si comporta come un gas di Fermiededei metalli
Ty ~ 10*+10° °K, percio’ il gas elettronico € un gas quasi degenere: si astap
come un gas di Fermi a bassa temperatura. Utilizzando laioglatraN e e nei
gas totalmente degeneri, avevamo trovBto= £ = (%)2/3% (g = 2). Per
un reticolo cubico si h% = mez< doven, = numero di atomi per cella elementare,
n. = numero di elettroni di conduzione per atonaos passo reticolare. In par-
ticolare, nel sodio cristallino siha, = 2,n, = 1,a = 4.294, da cui si ricava
(Tr)ng ~ 3.6410* °K.

Questa proprieta dei metalli risolve un apparente parsalpsr il calore speci-
fico: per il teorema di equipartizione dell’energia ci si edprebbe un contributo
pari a%nT per ogni grado di liberta reticolare e peri gradi di litkeedei fermioni di
conduzione. Viceversa sperimentalmente solo il reticaktallino da un contrib-
uto apprezzabile ad alta temperatura, e cio’ & dovuto t tte il gas elettronico
e quasi degenere e contribuisc€@acon il termlne— T =N che ¢ piccolo rispetto
a3xN (che e il contributo del reticolo ad alta temperatura) Aperatura piu’
bassa della temperatugadi Debye si ha

OV:’}/T—F(;T?).

In particolare, a temperatura bassissima, solo il contiloiegli elettroni soprav-
vive.



Chapter 3

Meccanica statistica del non
equilibrio

3.1 Moto browniano

[l moto browniano deriva il suo nome dal botanico R.Brown cie¢ 1828 de-
scrisse il moto apparentemente casuale di piccoli corpugta caso specifico
grani di polline) in sospensione nell’acqua. Sisa oggi arestp moto e’ dovuto al
bombardamento piu’ 0 meno casuale delle "particelle brawei (ossia le parti-
celle di ogni sospensione colloidale) da parte delle mdéedel fluido. Questo ef-
fetto costituisce storicamente il primo fenomeno mecaadicetto prodotto delle
molecole (che nel secolo precedente erano spesso considiachimici poco
piu di un’utile costruzione del pensiero o una metaforaj&ie a Einstein (1905)
la prima chiara interpretazione teorica di questo fenombasata sul concetto di
random walk{cammino casuale).

Supponiamo di osservare una particella browniana al meog@se in un lasso
di tempo0 < ¢ < T e supponiamo di registrarne ad intervalli regolarc t; <
to-+- <ty =T, 7T =1t1—t;laposizioner(t,), ¥(ty) ... Z(ty). La caratteristica
principale di questa sequenza di posizioni €’ che non e’aaramodo prevedibile
ne’ riproducibile: non possiamo estrarre dallo studio désfa sequenza nessuna
predizione deterministica, ma solo qualche consider&zpvobabilistica se la se-
quenza e’ sufficientemente lunga. Questa sequenza di POS&iun esempio
di processo stocastiam la variabile®(t) e’ detta variabile aleatoria o stocastica.
Vedremo che lo studio di questo processo stocastico perrakétti stabilire delle
relazioni profonde tra la natura irreversibile di questadmeno, i fenomeni di

61
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diffusione e viscosita’ e il meccanismo della fluttuazionag@colare.

Come drastica idealizzazione del moto browniano, consider un caso uni-
dimensionale, in cui la particella si muove sui nodi di unc@b cristallino di
passa:, e quindi la coordinata(t) in unita’ reticolari € un numero intero. Sup-
poniamo inoltre che all’istante iniziale la particella giti nell’origine z(0) = 0
e che, se all'istantg si trova nel sito di coordinata;, all'istante successivg + 7
possa saltare con eguale probabilanel puntoz; + 1 o nel puntox; — 1. La
sequenza di numeri interi positivi 0 negativi

Lo, T1,L2 ...

descrive un random walk unidimensionale. Questo process@astico si dice
Markoviano perche’ la posizione; all'istantet; non dipende da tutta la storia
precedente, ma solo dalla posizione all'istahte. Introduciamo ora unaari-
abile aleatoria5 = +1 ( che si puo realizzare ad esempio con il lancio di una
moneta: “testa®»> +1 “croce”™— —1) che caratterizza ad ogni passo lo sposta-
mento a destra o a sinistra. La proprieta fondamentale alvanabile aleatoria €
che il valore che assume ad ogni passo (ad ogni lancio delfetapnon e pred-
ittibile e il valor medio su un numero infinito di passi € oamientg(.S) = 0. Uti-
lizzando questa variabile il processo Markoviano si puoivece esplicitamente
nella forma

Ty = Tpe1+ S5 . (3.1.1)

Il random walk dopa: passi si sara’ spostato volte in direzione positivae_ =

n — ny Vvolte in posizione negativa, per cui occupera’ il nodo dirchoater =
n, —n_. Il numero di cammini distinti che in passi raggiungono dall’origine la
posizioner e’ ovviamente

n! n! ( n )
~ ntwin—=z| |\ ntz
nyln_ ! 2EEIRSE] 5
Poiche’ il numero totale di cammini lunghi passi €'2", la probabilita’ che la
particella si trovi all'istante: in posizioner e’ data da

palz) = 2% (%) (3.1.2)

Nota la probabilita’, possiamo definire nella maniera usuaklori medi; in par-
ticolare

(@)= apale) , (¥ = Y 2®pula).

r=—n r=—n
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Non e difficile calcolarsi esplicitamente queste quantiba € molto piu semplice
utilizzare una strategia differente: Consideriamo un &mnble” di un numeraVv
molto grande di cammini casuali generati tutti dal procddsokoviano descritto
dall'eq.(3.1.1) e calcoliamo la media su quest’ensemblBaS

(@) = (Tn1) +{9) = (zn1) ,

quindi il valor medio diz non dipende dal numero di passi e poiche la con-
dizione iniziale éx, = 0, si ha(z,) = 0 Vn. Analogamente per lo scarto
guadratico si ha

(@n) = (wn) + 1+ 2(S o) = (z7_) +1,
e risolvendo questa semplice equazione di ricorrenzaiattem

(%) =n (3.1.3)

Cioe’ la distanza quadratica media dall’'origide= /(x2) cresce con la radice
guadrata del tempo intercorso. Questa e’ una proprieta@mgdamdei random walk
in ogni dimensione spaziale ed e’ ben verificata sperimergate dal moto brow-
niano. Un utile esercizio per il lettore e’ verificare che oaso bidimensionale il
processo marcoviano che genera i cammini casuali su umleticadrato e dato

1 1
()= Gr) s () e (3)
Un Yn—1 2 D)

doveS; e S, sono due variabili aleatorie (e quindi indipendenti traojoche pos-
sono assumere i valott1 e hanno media zeroS;) = (S;) = 0. Da questa
equazione si puo verificare imediatamente che vale anaqfl1.3).

Consideriamo ora un reticolo cubico in un numero arbitrdridimensioni. Se
un cammino random raggiunge all’istantel nodo #(¢;), all'istante successivo
Si potra’ trovare, con uguale probabilita’ & nodi contigui. Per esempio in 2
dimensioni ogni nodo ha 4 nodi contigui:

SiaC,,(Z) il numero di cammini che im passipartendo dall’origine raggiun-
gono il puntoz. Ognuno di questi cammini dopo— 1 passi si trovava in uno dei
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2d nodi contigui, di coordinaté& + ji;, (i = 1,...2d). Si puo’ allora scrivere la
relazione di ricorrenza seguente

Kn(Z) = Knoa (& +13) - (3.1.4)

Poiché il numero totale di cammini lunghipassi €2d)" si ha che la probabilita’
che un cammino random partendo dall’origine raggiunga passi il puntar e
data dap, (7) = K, (Z)/(2d)". E’ facile verificare che essa soddisfa la seguente
relazione di ricorrenza:

S 1 L
pu(@) = 55D puea (T + ) (3.1.5)
=1

Partendo dalla condizione iniziagb@(ﬁ) = 1 si puo’ calcolare (in linea di princi-
pio) iterativamente ogni, (7).

Cerchiamo di trasformare la (3.1.5) in un’ equazione défeziale nel limite
continuo (cioe’ passo reticolare— 0 e intervallo di tempa- — 0), utilizzando

le relazioni . . .

llg(l) T ot
€ 2d
i n T _;, - 2d n v —
Lllii% Zz:lp (‘T +a:l’2L ) P (‘T) — Ap(t,l’)

doveA denota il laplaciano. Si ha

(po(®) = paci () a® Y2 por(F+ 1) — 2dpu_y(T)

T 2dt a?

I
= DAp(t, %) (3.1.6)

Ip(t, 7)
ot

dove si e’ postdD = %, t = nt e, con un abuso di notaziongy, ¥) = p,(¥).
La (3.1.6) € una ben nota equazione differenziale usatasicafiper descrivere
la propagazione del calore (in questo caso ) e’ la temperatura nel puntd

all'istante t) o la diffusione di una sospensione o di un fluido miscibileum

'Problema per il lettore: verificare che I'equazione (3.5@)disfa questa eq. di ricorrenza e
trovare la soluzione esplicita nel caso del reticolo quiadra
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altro (es. fumo nell'aria, acqua salata in acqua dolce ee@)lorap(t, ¥) €’ la
concentrazione di un fluido nell’altro P e’ il coefficiente di diffusione. Quindi
il fenomeno della diffusione e’ ben descritto dal modellor@ndom walk. Per
trovare la soluzione generale dell’equazione di propayezdel calore, conviene
passare alla trasformata di Fourier delle coordinate

~ry 7 1 —ik-@ -
p(t, k?) = W/dxde k p(t,x> s

Cosicche I'equazione diventa semplicemente

-

op(t, k)
ot

= —k*Dp(t, k) |

da cuip(t, E) = p(0, IZ)e*D’“Qt . E’ noto che I'antitrasformata del prodotto di due
trasformate di Fourier € data dalla convoluzione delle augrasformate, da cui
si ha subito la soluzione generale nella forma

- 4Dt

t,r (0,
p(t,7) = \/m/yp y)e

Scegliendo come al solito le condizioni iniziali in cui &fante iniziale tutto
il "fluido” descritto dap(t,#) € tutto concentrato nell’origine, ciog(0,7) =
5 (), si ottiene la soluzione dell’equazione (3.1.6) a simnaetferica

1 _a?

p(t, @) = 7(4%Dt)d/26

E’ immediato verificare ch¢ p(¢, #)d?z = 1 e che
(r?) = /rpta:ddx_/Zx p(t, ) d’z =2d Dt (3.1.7)
analogamente a quanto visto nell’esempio unidimensionale

3.1.1 Teoria di Langevin del moto browniano

La teoria del random walk ha il difetto di non essere direttate derivata dalle
leggi della meccanica. Vediamo ora di trovare una base do@aper tale teoria.
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Consideriamo una particella browniana di madgasoggetta al bombarda-
mento delle molecole del fluido in cui €’ immersa. L'equazatel motoM% =

f‘(t) puo’ essere scritta, secondo Langevin, nella forma seguent

dv _,
Md_:f) = —% + F(t) {equazione di Langevin}

dove—% rappresenta la forza di attrito dovuta alla viscosita’ deidid (B e’ la

mobilita’ della particella), mentr@(t) e’ una forza rapidamente variabile che de-
scrive la forza istantanea generata dall’urto delle mdida cui media per grandi
intervalli temporali e’ zero. La media sull”ensemble” ssdico delle particelle
browniane implica allordF'(¢)) = 0, percio’

d 1

M) = =50

= {7(t)) = T(0) exp(—2)

dover = BM e’ il tempo di rilassamentoPert > 7 la velocita’ iniziale,
per effetto della viscosita’, si riduce in meds@0. Moltiplichiamo ora 'eq. di
Langevin scalarmente per il raggio vettorg) che descrive la posizione della
particella browniana all'istantg con la condizione iniziale{0) = 0. Tenuto
conto che”- 7 = 147 e chef- 40 = 1412 42 e (7. F(t)) = 0 (per il fatto che
F e’ una variabile aleatoria a medj&'(¢)) = 0) si ha

cioe’

2, ., 1d
AR =T
Se il sistema ha raggiunto I'equilibrio termico, possianpplacare il teorema di

equipartizione dell’energfa (v?) = 2L e I'equazione precedente diventa una

(rf) = 2(v*)

2E da notare che la forza aleatorid & scomparsa subito dal gioco facendo la media
sullensemble, ma la sua presenza e fondamentale per agggamere che il sistema € in equi-
librio alla temperaturd’ nel fluido in cui € immersa la particella browniana
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semplice eq. differenziale lineare del Il ordine. la sotunz in cui la posizione e
la velocita’ iniziali sono nulli e’ data da

o) =S (F-a-eh)

T

pert < 7 siha(r?) ~ 2L = (v?)¢%, che e’ compatibile con le eq. reversibili

della meccanica che prevedone- vt. Pert > 7 si ha(r?) ~ 6BxT't , come nel
moto browniano. Confrontando questa equazione con I'elq{Bsi ha

D = BkT  (Relazione di Einstein)

Nel caso di diffusione di un gas in un altro il tempo di rilasgmtor = BM pud
essere visto come il tempo medio che intercorre tra due uctessivi. 1l libero
cammino medio ¢ allora definito dalla relazioke= 74/ (v?) e si puo’ scrivere ,

per un gas monoatomico,
KT
D= X\/——
3M

che puo essere utilizzata, dalla misuraldie T, per valutare il libero cammino
medio.
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Chapter 4

Sistemi critici

4.1 Transizioni di fase

Abbiamo spesso assunto che il sistema termodinamico $tusiia omogeneo,
cioe’ che sia in un determinato stato di aggregazionfase ad es. fase gas-
sosa, fase liquida o fase solida. Al variare delle grandézzaodinamiche che
caratterizzano lo stato del sistema puo avvenire un camdrito dello stato di ag-
gregazione che costituisce I'esempio piu notdrdnsizione di faseNon tutte le
transizioni di fase comportano un cambiamento dello statgdregazione. Per
esempio nei solidi ferromagnetici (Ferro, Nikel e Cobalepiste una temperatura
critica, dettatemperatura di Curial di sotto della quale il sistema si trova in una
fase caratterizzata da una magnetizzazione spontaneéar(oio prodotta da un
campo magnetico) mentre la fase al di sopra di questa temopaitaa magnetiz-
zazione nulla.

Si puo dimostrare che I'energa libera (di Helmholtz o di K&ke ogni altro
potenziale termodinamico) e una funzione continua dei ga@metri anche nel
punto di transizione, mentre le sue derivate possono essggelari. Una tran-
sizione di fase si dicali | specieo del | ordine se ivi qualche derivata prima
dell’energia libera e singolare; di solito nelle traneii di prima specie questa
singolarita e piu precisamente una discontinuita.i& thvecedi seconda specie
o del Il ordine se e singolare qualche derivata secondastgusngolarita e di
solito una divergenza (per esempio nel calore specifico la iseiscettivita). |
punto di transizione di fase del Il ordine si dice angheito criticoe i sistemi
che si trovano in prossimita di questo punto si dicangtemi critici Vedremo
nei pargrafi seguenti che i sistemi critici godono di alcurappieta caratteristiche

69
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che sono di grande interesse e di grande rilevanza in vampicdetia fisica.

Lo stato di equilibrio di un sistema omogeneo € individudaodue gradi di
liberta, cioe da una coppia di grandezze fisiche, aghe<’; ogni altra grandezza
e univocamente individuata dall’equazione di stato. Sedpéerminati valori di
p e T il sistema si separa in due fasi non si pud piu supporre khistema sia
omogeneo. Le condizioni di coesistenza delle due fasiettmno che esse ab-
biano ovviamente la stessa pressione, la stessa tempgeedtustesso potenziale
chimico, cioe

pi(p, T) = pa(p, T ,

dovey; e i sono i potenziali chimici delle due fasi. Questa equaziomglica
che la regione di coesistenza di due fasi & una linea nebpidn, quindi dipende

da un solo grado di liberta. Con lo stesso tipo di ragionameinpud immediata-
mente arguire che la regione di coesistenza di tre fasi lagradi di liberta ed
quindi un punto punto triplg nel pianop, T'. Questi due esempi sono casi partico-
lari di una regola generale, nota comegiola delle fasi di Gibhghe afferma che il
numero di gradi di liberta che caratterizzano un sistema in equilibrio composto
daC' componenti chimiche differenti £ differenti fasi e

n=2+C—-F.

EsercizioDerivare la regola delle fasi di Gibbs dalle le condizioneduilib-
rio termico.

4.1.1 Equazione di Clausius-Clapeyron

Le transizioni di fase di prima specie sono caratterizzaiéaccoesistenza, nel
punto di transizione, due (o piu) fasi. Poiche’ in conditidi equilibrio termico
I'energia liberaF = F — T'S € minima, se coesistono due fasi il valore minimo
assunto dd&" nelle due fasi deve essere lo stesso, cioé

E1 - TSl = E2 - TSQ 5 (411)

dove E; e S; e il valore dell’energia interna e dell’entropia delladasalla tem-
peratural’ di transizione. La quantitAE = Fy — F; = T(Sy — S1) = Q2 — (4
e dettocalore latentelella trasformazione.

Il comportamento di un sistema lungo una linea di transeidnfase di |
specie e ben descritto da un’equazione differenzialeariniportante che si ot-
tiene semplicemente combinando la condizione di equilipri(p, T') = ua(p, T')
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con I'espressione finita dell’energia libera di Gibigp, T') = Ny che avevamo
ottenuto in (2.3.4). DalG = —SdT + V dp si ha immediatamente, S¥ e

costante,
), (&),
ar), "\dp ), ’

doves = 2 & I'entropia molecolare e = - il volume molecolare. Derivando la
condizione di equilibriq.; = p, rispetto al’ si ha

O\ O dp _ Opa | Opz dp
oT OpdT 0T  OpdT

da cui, introducendo il calore latente molecolare dellafbamazione; = 7'(sy —
s1), cioe la quantita’ di calore per molecola necessaria pesformare tutto il
sistema dalla fase 1 alla fase 2, si ha

dp 53— s q

dT B Vo — U1 B T(Ug —Ul)
che e appunto I'equazione di Clausius-Clapeyron. Ad esmnge la trasfor-
mazione di fase in questione ¢ la liquefazione del ghiaedia fase 2 e la fase
liquida, poiché il ghiaccio sciogliendosi diminuisce dilvme e il calore latente
di fusione & positivo si h% < 0, cioe la linea di coesistenza acqua-ghiaccio ha
pendenzaegativanel pianop, T. Questo comportamento del ghiaccio € anomalo
se confrontato con la liquefazione della maggioranza delise cui il volume
occupato dalla fase solida di solito € minore di quello pata dallo stesso sis-
tema nella fase liquida.

4.2 Rottura spontanea di simmetria

Il comportamento di un sistema nell'intorno di una trarsng del Il ordine e
descritto da leggi generali che accomunano sistemi moltersic magneti in
prossimita del punto di Curie, misture binarie, il sistdigaido-vapore in prossimita
del punto critico, il plasma primordiale di quark e gluonijregenerale tutti i
sistemi descritti dalle teorie quantistiche di campo. tesis di questo tipo si
dicono sistemi critici e i fenomeni tipici che si osservamoquesti sistemi si
dicono anch’essi critici per ragioni che diverranno piuiase in seguito. Le
nozioni chiave in questi sistemi sono la rottura spontareka gimmetria e il
parametro d’ordine. Il prototipo delle transizioni che liagno studiare ¢ la tran-
sizione da stato ferromagnetico a paramagnetico di unrfeagmete in prossimita
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della temperatura di Curie. In assenza di un campo magneﬁtmnoﬁ, il sis-
tema e invariante per rotazioni (non ci sono direzioni itetyiate). Al di sotto
di un valore criticol, della temperatura si manifesta una magnetizzazione spon-
tanea: nonostante il sistema sia descritto da leggi invarger rotazione esso
Si pone in uno stato in cui esiste una direzione privileg{#adirezione della
magnetizzazione spontanea). |l sistema e invariante @aloper rotazioni at-
torno a questa direzione privilegiata: la simmetria deflesisa & passata da(3)
a0(2). Questa variazione di simmetria & dettdtura spontanea di simmetria
Il parametro d’ordine di questa transizione ¢ la magnaunne spontane(d\/[)
Nella fase ordinaté)/) # 0 mentre nella fase simmetri¢al) = 0.

In generale in una transizione del Il ordind’a= T. si parla di rottura spon-
tanea della simmetria se:

e L'Hamiltoniana del sistema e invariante rispetto a un g (gruppo di
simmetria)

e Lo stato del sistema @ > 7. € simmetrico rispetto alle trasformazioni
indotte daG (fase simmetrica)

e AT < T, il sistema ha un gruppo di simmetria inferiof¢ C G (fase
ordinata)

Il gruppo di simmetria della fase ordinaté &€ detto gruppo di stabilita. Il parametro
d’ordine P & per definizione un’osservabile che ndmvariante sotto I'azione di
G e che gode della propriet®) = 0 nella fase simmetrica &) # 0 nella fase
ordinata.

In prossimita del punto critico le grandezze fisiche chattarizzano le pro-
prieta macroscopiche del sistema obbediscono a téglE di potenzan funzione
dellatemperatura ridotta= (T'—T,) /Tc 0 del campo magneticB. Per esempio
la magnetizzazione spontaneanella fase fredda si annullaia secondo lalegge
m o (—t)”; analogamente la suscettivita magnetstca = € il calore specifico
Cy divergono al,. nel seguente modg « |t|7, Cy |t\ ~. Gli esponenti
«, 3,7 ... sono dettiesponenti o indici critice caratterizzano iI comportamento
critico. Questi esponenti critici non dipendono dai dditagcroscopici del sis-
tema ma da poche caratteristiche generali, quali la naelrgrdppo di simmetria
che viene spontaneamente rotto e dalla dimensionalitiello spazio. Questo
implica che sistemi diversissimi tra loro, ma con lo stessan®etria e la stessa
dimensionalita hanno lo stesso comportamento criticoesprime questo fatto
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A B A B
D (1) C 0 @ ©
A B A B

X
D c D c
(3) (4)

Figure 4.1: A,B,C,D sono i quattro vertici di un quadrato.ptbblema consiste
nel trovare il cammino di lunghezza minima che li colleghttitue figure (1) e (2)
rappresentano possibili soluzioni con simmeffia Le figure (3) e (4) rappresen-
tano soluzioni con simmetrid, x Zs

dicendo che appartengono alla stesksse di universalitédPer quanto si & detto
la classe di universalita determina univocamente gli espt critici.

In genere, quando le leggi che governano un fenomeno sonoethche
rispetto a un gruppo di trasformazioni ci si aspetta chedtodbndamentale goda
della stessa simmetria, ma non sempre questo accade.

Esempio: problema geometrico con rottura spontanea deilastria: costru-
ire il cammino piu’ breve che connette tra loro i quattro \@i un quadrato, un

cammino cioe che permetta di raggiungere da ogni verticatygl tre vertici.
Il problema ha una simmetrig, ,cioe € invariante per la permutazione ciclica
A— B — C — D — A Dimostriamo che il cammino piu’ breve non ha

I sistema & anche invatiante per una simme#iaper riflessione rispetto al centro del
guadrato, che cambia I'ordine ciclicd BC'D in anticiclico DC'BA, ma questa simmetria non
viene rotta in questo esempio.
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guesta simmetria, cioé non va in se stesso per questa [Eiong ciclica. Due
cammini simmetrici sono oppure di lunghez#ae 2/2 . Ovviamente non ci
sono cammini a simmetrid, piu’ brevi. Vediamo ora che si puo’ deformare il
cammino in modo da ottenere un cammino piu’ breve. Poniffm = lunghezza
del cammino in funzione di (v.fig. (4.1)). Si ha

2 (l—x)?

Sviluppiamo attornoa = 0 :
flz) =2 +2V20(1 - 2%) +O0(2%) = 2V2 — (V2 — 1)z + O(2?) .

Quindi il cammino meno simmetrica:(> 0) € piu’ corto di quello simmetrico
(x = 0). Il problema ha due soluzioni degeneri con simmetia 7, (v. Fig. (3)
e (4)). (la soluzione minima si ha péf(z,) =0, = z, =1 — % = flz,) =
(14 V3)).

Analogamente, quando si ha rottura spontanea della sinanh@stato fonda-
mentale e degenere ed e un multipletto del gru@gpdi stabilita.

4.3 Modello di Ising

Il prototipo di sistema ferromagnetico e il modello di IginE un modello che
nasce da drastiche semplificazioni rispetto al sistemeofigeale. 1l modello &
definito su un reticolo regolare (ad es. cubico); ad ogni nedssegnata una
variabile dinamica = +1 (anziche il vettore di spin o di momento magnetico)

L" Hamiltoniana del sistema dipende solo dall’'interazial®e nodi contigui;
ogni coppia di nodi contigui definisce un link (o legantey; L' Hamiltoniana e
la somma dei contributi dei singoli links

H=-]Y 8S=-J> 55 . (4.3.1)
links (5)

SeJ > 0, il segno meno favorisce I'accoppiamento ferromagnespa(paralleli,
ossiaS; = S; = minore energia). Una configurazione & determinata daiisegn
attribuiti a tutti i nodi del reticolo.

Funzione di partizione del modello di Ising:

—H J
Z:E e — E eRT 2(ij) 157 — E &P 25y SiSi

con fig. {Sk==£1} {Sp==%1}
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dove per semplicita si e postb= % L’'Hamiltoniana e invariante se si cambiano
simultaneamente di segno tutte le variabili di sito

Questa e la simmetrid, del modello. Per dimensiodi> 1 al di sotto di un’, si
ha la rottura spontanea di questa simmetria e il parametmalidie € la magnetiz-
zazione spontanea

eP X SiSi

M = (S;) = Z SiT

{Sp==£1}

Teoremain ogni modello di Ising finito (cioe formato da un numeraitiindi
siti) non ci puo’ essere una rottura spontanea della simagir Infatti, poiche si
somma su tutte le variabili dinamiche, sommare&swy; e lo stesso che sommare
su—->95; Vj =

B3y (=S5)(=51) B2 Sist

e (31) J e (Gt =9

M=(s)= Y (s e Y sy
{Sk==%1} {Sk==%1}

cvd.

Queste manipolazioni sono sicuramente valide se ci sof@ s@inma un nu-
mero finito di termini. Se viceversa il numero di termiNi e infinito (limite ter-
modinamicaV — oo) il sistema va corredato da opportune condizioni al contorno
e occorre definire correttamente il limifé — oo. Cio’ puo’ invalidare il ragion-
amento precedente. Questo € un fenomeno generale: us&zimae da una fase
simmetrica a una fase ordinata puo’ avvenire solo nel litgtanodinamico (cioe
nel sistema infinito) percheé comporta un punto di non-sicéé della f. di par-
tizione. Siccome i singoli addendi della f. di partizionenedunzione analitiche
di 3, tale & anche la loro somma, a meno che non ci siano infirdeiadi.
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4.3.1 Modello di Ising unidimensionale

Z — Z eﬁ Zn SnSn+l
{Sp==%1}

Snfl Sn Sn+1

Ovviamente le variabili di linky,, = S,S,,.1 assumono i valorit-1. Nel
caso unidimensionaleD = 1) le variabili di link individuano completamente
ogni configurazione nel senso che, fissato il valore della sgriale S;, ogni
arbitraria sequenza di segni attribuiti alle variabili @k fissa biunivocamente
una configurazione di spin (questo non e piu’ verdir> 1, perche le variabili
di link soddisfano dei vincoli: il prodotto delle variabdii link in ogni cammino
chiuso vale +1). Percio’ possiamo sostituire alla sommke sidnfigurazioni dei
siti quella sui link:

7 — Z B30 SnSnt1 Z B2 in
{51,52,...Sn} {S1.m1,p2. N1}

daltra parte) ., e?* = ¢’ + ¢ =2cosh § =

Z =2V (cosh )N
PoichéZ = e 7* = £ = £ nellimite termodinamicN' — o) si ha
F
v —kT log[2 cosh(p)]

Non ci sono singolarita nell'energia libera p€r> 0 = nessuna transizione di
fase.

Questo modello e risolubile esattamente anche in pregineacampo mag-
netico. La funzione di partizione e

{51.52,...Sn} {51}
— Z "'%nflsn%nSnJrl"-'

{Sp_1Sn Sni1... }
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dove si e posto

— BSnSnt1+G Snt§ Snt1

Ts, s

n+1

In questa forma la funzione di partizione ha la stessa stautformale di un
prodotto riga per colonna di matri2ix 2. Ci sono tante matrici” quanti links. Se
facciamo corrispondere al valofe= +1 'indice 1 e al valoreS = —1 I'indice 2
si puo allora definire la matrice di trasferimento ( o tramshatrix)7 :

eB+h =B
T = <€—,8 eﬂ_h) (4.3.2)
Nel caso particolare di condizioni al contorno periodictie€ S;, v = S;) si ha

Z=TrTV,

e formule analoghe per altre condizioni al contorno. Peuteae esattaments
basta evidentemente calcolarsi i due autovalori di queatace, che sono gli zeri
dell’equazione algebrica di secondo gratio(7 — \). Si ha

\; = e’ coshh + \/e% cosh? h — 2sinh 23, (i = 1,2) (4.3.3)

N
Z(B,h) =AY+ A =AY <1+(%) ) :
1

Poiche)\; > \,, possiamo scrivere

e quindi

N
log Z = Nlog \; + log(1 + (%)N) ~ Nlog A\ + <¥) ,
1 1

da cui discende che I'energia libera € un grandezza estensi limite termod-
inamico e che ci sono delle correzioni esponenzialmentesdeenti di volume
finito che dipendono dal rapporto degli autovaloriZdi

Il formalismo della matrice di trasferimento si puo estereda modelli su reti-
colo di ogni dimensione, ma in generale non si riescono atale gli autovalori
in modo esatto.
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L

Figure 4.2: Decomposizione del modello di Ising su un tr@ogiei sottografi
dei link attivi che contribuiscono &x.

4.3.2 Sviluppi ad alta e bassa temperatura

Calcoliamoci ora la f. di partizione con un altro metodo @eapplicabile in
ogni dimensione. Possiamo definire il modello di Ising su tafgqualunqués,
definito univocamente dai sudi nodii (: = 1,2..., N), a cui sono associate le
variabili S; = +1, e dai suoiL link (i j), che connettono tra loro coppie di nodi,
detti nodi contigui. Ad ogni linki j) & associato il fattore di Boltzmarf{%i.

E immediato verificare la seguente identita:

P59 = cosh f + S;Sjsinh 3 = cosh 5(1 + 5;5; tanh [3)

= Zg=cosh B> [[(1+8:8T) , T =tanh 3
{Si} (i)
= il contributo di ogni link € o 1 (che diremo link "vuoto” e Imdicheremo
cone - --e) 0 5;5,T (link "attivo” indicato cone—e). Ogni grafoGG si puo decom-
porre in una somma di soottografi formati da link vuoti o attRer esempio, se
G e un triangolo, la decomposizione e quella rappreseiridigura 4.2. Valgono
ovviamente le seguenti regole

e Se su un nodoincidono un numero padn dilink attivi (conn = 0,1,...)
il peso con cui il nodo contribuiscea e S?* = 1 ed & quindi indipendente
dal valore del suo spin. Per esempio, in un reticolo unidgi@rale si puo’
avere il grafo
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Sn—l Sn Sn+1 Sn+2 — TQSnSn—‘,-Q

e Insiemi di link connessi con estremi liberi danno un conttibnullo alla”:
nell’esempio precedente

> T78,Sp =T (+1—1)(+1-1) =0
Sn,Sn+2

e Piu generalmente, ogni nodo da cui escono un numero didpénk at-
tivi determina il contributo nullo del sottografo a cui apj@ne, in quanto

e Ogni somma sulle variabili di sito che non appartiene agiiessi di un
grafo o, pil precisamente, ogni nodo da cui escono un nupetali link
attivi contribuisce & con un fattore 23 5, _ ., 1 = 2.

In D = 11 grafi di link attivi connessi hanno degli estremi liberi,igdi non
contribuiscono & = Z = 2% cos h3V 1.
Per ogniD > 1 siha

Z =2N coshﬂg ZmlTl ,
1

dovem;, € il numero di poligoni chiusi di lunghezZzasenza sovrapposizione, che
si possono tracciare sul reticolg= numero di coordinazione del reticolder

I reticoli bidimensionali si hay = 4 nel reticolo quadratog = 3 nel reticolo
esagonale e = 6 nel reticolo triangolare. Il reticolo cubico hg= 6. Il reticolo
ipercubico inD dimensioni hay = 2D.

Z = cosh ﬁ Z mT"

m;=numero di poligoni di lunghezzanel retlcolo guadrato si ha
mo = 1my = my =m3 =0,my = N (numero dei quadrati), ms = 0, mg = 2N, ...

Il parametro di sviluppdl’” = tanh ( e piccolo per3 piccolo. Quindi € uno
sviluppo ad alta temperatura, da cui si possono estrarsvilippi per I'energia
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libera, I'energia interna,ecc. Il raggio di convergenzdaeéo dalla posizione della
singolarita nel piano complessbpiu’ vicino a s = 0. (Si puo’ dimostrare che
la singolarita dell’energia libera sono gli zeri delfa gli zeri piu’ vicini all’asse
reale determinano la posizione delle transizioni di fase).

Si puo’ definire un altro tipo di sviluppo, valido a bassa temgtura, nel
seguente modo. In una data configurazione di un reticoldrartm con N nodi e
Llinks (L = %) siak il numero di link con spin antiparalleli§;S; = —1) = |l
numero di quelli paralleli & — &, =

> SiS;=(L—k)—k=L-2k
(4.4

= il peso di Boltzmann di questa configurazione®&—2%*.
Siany il numero di configurazioni distinte col coppie di spin antiparalleli.
La Z(3) si potra scrivere nella forma

Z(B) = 2e°L Z nye 20k
k

dove il fattore 2 & il contributo dovuto all'inversione ditti gli spin (ogni config-
urazione si trasforma in un’altra con lo stegseeV i S; — —5;). Il parametro
di sviluppo questa volta & 2% ed & quindi uno sviluppo valido attornola= 0

(sviluppo a basse temperature); e facile verificare cheatiglolo quadratay,, =

I,np=ny=n3=0,n,=N,....

4.3.3 Trasformazione di dualit,

Studiamo ora piu’ da vicino il caso del reticolo quadrato.n€ideriamo un ter-
mine generico dello sviluppo ad altamperatura. Dal punto di vista grafico e
una collezione di poligoni: Costruiamo ora il reticolo delabttenuto ponendo
i nodi nei centri dei quadrati elementari. Il nuovo retic@@ncora un reticolo
quadrato ma spostato glinelle direzioniz e y. Ora assegnamo il segno + ai siti
del reticolo duale interni ai poligoni e il segno - a quelltexsi o viceversa Di
conseguenza i link con spin antiparalleli nel reticolo @uatersecano tutti i link
che compongono i poligoni del reticolo diretto.

In questo modo e stabilita una corrispondenza 1 a 2 tra légroazioni di
poligoni del reticolo diretto e la configurazione di spin ngticolo duale, percio’

my = 1y
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+ + - -

+ + * - -
-+l - -1+ +
I:||>_+——++
- |+ + + +

- |+ + + +

Figure 4.3: Trasformazione che assegna ad ogni configurazello sviluppo ad
alta temperatura due distinte configurazioni a bassa teahpar

cioe la molteplicita delle configurazioni di alta tempeira con perimetro totale
e uguale a quella della corrispondente configurazioneidi(sghassa temperatura)
del reticolo duale.

Possiamo allora reintepretare lo sviluppoadta temperaturdi 7

Z(B) = 2" (cosh B)* Z my(tanh 3)!

come uno sviluppo aassa temperatudel reticolo duale.
Introduciamo lg5 duale=g ponendo

- - 1
tanhB=e 2 == -3 log tanh /3

Siha .
Z(B) = 2" (cosh B)* Z mye 2Pl =
1=0

(2 o] (52 0

(&

E importante osservare chegapiccolo corrisponde @ grande e viceversa.
Inoltre 5 = (3, infatti
e?—ef 1—e? 1—tanh coshf—sinhf
— — = — = = = €
e +eB  1+4+e2 1+tanhf  coshf+sinhfj

™

6—2

= tanhﬂ~ =

Quindi la trasformazioné — 3 € involutiva. Altra formula utile &:

sinh23sinh23 =1 .
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Utilizzando questa relazione in combinazione dor- 2N e facile riscrivere la
precedente relazione tra funzioni di partizione nella faseguente

Z() = 5(sinh 28)VZ(5)

che costituisce la trasformazione di dualita di Krameisawer?2.

Dalla relazione trd& () e Z(3) siricava, nel limite termodinamicty — oo,

1 1 -
N log Z(3) = log(sinh 23) + N log Z(3) (4.3.4)
Poichelog(sinh 2/3) non e singolare pef > 0 = le singolarita dilog Z(;3)
(punti di transizione) sono mappate— 1 nella singolarita dlog Z(5) = se c’é
una sola transizione di fasela= (. =

/BC:/BC

Poichésinh 26sinh 23 = 1 = sinh 26, = 1 = 20 — ¢~ 20c = 2 = ¢4 —
2e%e —1=0= e =V2+1= 3. = Jlog(v2+1).

Riassumendo: i modelli di Ising i ogni dimensionkee per ogni tipo di reti-
colo ammettono sempre uno sviluppo di alta temperatuga 2" cosh 3~
> my tanh' 3 e un altro sviluppo a bassa temperatdra: 2¢°~ > nre P che
forniscono una descrizione tanto piu’ accurata quanto pia’piccolo (sviluppo
ad alta temperatura) o quanto piti€ piccolo (sviluppo a bassa temperatura). Per
D > 2 si conoscono i coefficienti di qualche decina di termini dee cviluppi,
da cui, utilizzando per esempio il criterio del rapportopsssono ottenere in-
formazioni approssimatsul raggio di convergenza di questa serie e quindi sulla
collocazione e la proprieta delle temperature di transiei PeD = 2 nel reticolo
quadrato la trasformazione di dualita di Kramers e Wanpé&mette la determi-
nazione esattdi 7... Inoltre Onsager, nel 1944, e riuscito a trovare la fornettes

2E’ facile convincersi che la trasformazone di dualita nfiedile condizioni al contorno del

sistema, quindi per una trattazione completa occorre temeto di queste. In particolare, pren-
dendo in considerazione condizioni al contorno periodi¢he antiperiodiched nelle due di-
rezioniz ey, la forma esatta di trasformazione di dualita & la seqefipp(5) + Zap(6) +
Zpa(B)+ Zaa(B) = 2(sinh QB)NZPP(B). Se(3 e piccolo (alta temperatura) e la taglia del reti-
colo & grande (limite termodinamico), la funzione di padne non dipende dalle condizioni al
contorno ¢pp = Zap = ...) € la trasformazione viene a coincidere con quella incaatamel
testo.
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di Z per ogni reticolo bidimensionale. C’e qualche analogsal#r relazione di
dualitasinh 23sinh 23 = 1 e la relazione di Dirac tra carica elettriese carica
magneticag (vedi anche la quantizzazione del flusso magnetico nei saper
duttori) ge = nhec come vedremo quando studiermo le proprieta topologiche te
campo elettro-magnetico.

4.3.4 Correlatori

Ulteriori informazioni sulla fisica dei fenomeni critici sittengono studiando le
funzioni di correlazione tra spin in siti diversi. Considamno il valore di attesa di
(S;S;), doves e j sono due siti di un reticolo arbitrario che distano tra loro-d
Nel limite » — oo il valore di S; non puo influenzare quello nel sija = vale la
proprieta di fattorizzazione

(SiSj) —r—oo (Si)(S;)

Il correlatore connesso funzione di correlazione tra spin e’ definito da
Gy = (5i5;) — (Si)(S;) -

In un reticolo infinito o con condizioni col contorno pericte il correlatore e’
invariante per traslazione: dipende solo dalla posiziehegiva dei siti; e ;.
Esercizio calcoliamoci il correlatorér;; nel modello di Ising unidimension-
ale.
In questo caso non c’&€ magnetizzazione spontaned;) = 0

eﬁ Zn Snsn+1
Gij = (SiS)) =) 8i8j—————
Sk

Usiamo la nota decomposiziopé®»+1 = cosh 3{1 + S,,S,,;1 tanh 3}. C'&
un solo termine che da un contributo0 nella somma sulle configurazioE{Sk},
infatti .S; e S; devono comparire al quadrato per non annulla@‘sk:ﬂ Sk =
0, Y g.—s15; = 2. Ifattori 2V e cosh 3" si cancellano col denominatore

li—il 1

Gy = (tanh Bl =e ¢ | €= — >0,
lOg tanh 3

dove¢ e’ la lunghezza di correlazionén d -dimensioni contribuiscono@;; tutti
I cammini che congiungono il sitoal sitoj:
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Gij = ZCHT" , T =tanh(

doveC,, & il numero di cammini di lunghezzache connettonoa ;.
Il correlatoreG;; si puo’ ottenere a partire d& introducendo per comodita’
un campo magnetico variabile da punto a punto:

Z=Y e H=7JY S8 -nd BiSk.
k

(i7)

Si ha kT 5
(S;) = OB, log Z ,
T T - BH (GG o BH —BH
k_i<52> _ KT 0 > Sie _ 2 SiS;e 2 Sie ZSjefﬁH _

(S:S5) — (Si)(S)) = Gyj

= il correlatore rappresenta la risposta dello spin nel sila variazione diB
nel sitoj. Quindilog Z & il funzionale generatore delle funzioni di correlazione
connesse (vale anche per correlatori di piu di due spinepempio

ET\® BE
) 908,08, °87 = Gk = (5:5;5) ~(8) Gje—(8)Gu—(51) Gy )

C’e’ una relazione importante tra la f. di correlazione e Uacettivitay =
2 N(S,): siha

X = NZ@B ZGU_

0 . K
= o iZszy = T E [<Sisj> - <Sz‘><5j>]

3 H 2 2
7 D (8:8) = (Si)(S))] = 1 0D 5% — (D 8

]

=X =

Questa relazione e’ nota conteorema di fluttuazione-risposperche’ mette in
relazione la risposta del sistema a una variazione del canggmetico (descritta
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day) alla fluttuazione della magnetizzaziopeS; = S data dalla varianza di
definita daVar(S) = (S?) — (S)2. = x > 0 perche tale & sempre la varianza
(%) = (2)* = (& = (2))*))-

Questo "teorema” permette di avere una prima idea sul corap@nto del
sistema ferromagnetico ( e di ogni altro sistema ) in progaith 7,.. Poiche’y
diverge aT., la fluttuazione della magnetizzazione, rispetto al suonaledio,
diventa sempre piu’ grande. Partiamo da una temper&tuta 7. e magnetiz-
zazione spontanea > 0. La configurazione tipica € formata da isole (o cluster)
di spin—1 immerse in un mare di spir1. La dimensione media di queste isole
puo’ essere presa come una stima approssimata della lurgyezorrelazioné
del sistema (utilizzeremo in seguito una definizione miglidi £).

Avvicinandoci a7 . non solo il valor medio delle isole aumenta oo), ma
aumentano anche le loro fluttuazioni (la variadeta distribuzione dp _ S; tende
aoco). AT = T, siformano quindi cluster di tutte le taglfedi spin+1 e spin—1
=- non c’e’piu’ nessuna scala finita: il sistema e’ invariange pasformazioni di
scala, cioe’ il sistema appare lo stesso a qualsiasi s@t@sservato. Questo e’ |l
comportamento tipico delle strutture frattali: enti geadnogche hanno lo stesso
aspetto a tutte le scale.[v.cap....] Poich&.aon c’e’ nessuna scala naturale non
c’e’ all'interno della teoria nessun parametro naturaltegnccolo su cui fondare
uno sviluppo perturbativo (vedremo in seguito uno svilupgdurbativo di tipo
nuovo). D’altra parte, poiche’non c’e’ nessuna scala chaida il sistema, tutti
I parametri microscopici che lo definiscono (tipo di retmotostante di accop-
piamento) non possono avere nessun ruolo nella descrideinsomportamento
critico: le proprieta’ critiche dipenderanno solo da piiega’'molto generali, come
la dimensionalital dello spazio e il tipo e le dimensioni del parametro d’ordine
coinvolto = universalita’: sistemi molto diversi con le stese promieti sim-
metria sono descritti, in prossimita’ di. dello stesso set di esponenti critici (Si
dice che appartengono alla stessa classmiversalita’). Es. modelli di Ising su
qualunque reticol@ D, miscele binarie, sistema liquido-vapore al punto critico

4.4 Simulazioni numeriche: Metodo Monte Carlo.

Se avessimo modo di seguire I'evoluzione temporale di unmostato di un sis-
tema in equilibrio potremmo utilizzare, per valutare ilea medio di una grandezza
fisica, la sua media temporale anziche la media sull’engedilGibbs. La pro-
prieta fondamentale che assicura I'uguaglianza tra euss¢ medie e la (quasi)
ergodicita della traiettoria.E chiaro che gualunque traiettoria ergodica, anche
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se non ¢ la vera evoluzione temporale del microstato, pndage bene, purche
tocchi i vari microstati, o configurazioni, con la frequergasta. Su questa sem-
plice idea si basano i metodi di simulazione numerica déettlahte Carlo. Essi
forniscono una ricetta per costruire una traiettoria ergodello spazio delle pos-
sibili configurazioni che gode della proprieta, in condrizistazionarie, di gener-
are configurazioni con una frequenza proporzionale al gpondente fattore di
Boltzmann, come richiede I'ensemble canonico in condizioaquilibrio. Questi
metodi sono divenuti di grande importanza in questi ultimmiacon lo sviluppo
di calcolatori sempre piu potenti. Il piu noto di questitodi e quello detto di
Metropolis, dal nome del primo autore di un lavoro del '53 i per la prima
volta si descriveva un metodo di simulazione numerkeadattabile ad ogni sis-
tema termodinamico in equilibrio, ma qui viene applicatoraldello di Ising su
un reticolo arbitrario. Sial’ = {S;} una configurazione arbitraria di Ising e sia
S; lo spin assegnato al sitoC' € la configurazione di partenza della traiettoria di
Metropolis. SiaC"’ la configurazione ottenuta cambiando segrth a— —S;. C’
sara il punto successivo della traiettoria solo se si werifina delle seguenti due
circostanze

e i) I'energia £(C") della nuova configurazione &€ minore o uguale a quella
della config. di partenza.

e ii) E(C") > E(C) e inoltre I'estrazione a sorte di un numero re@lg = <
1 (pseudo)casuale a distribuzione piatta daa un valereePlE(C)-E(C)],

Se non si verificano queste due circostanze si abbandonava configurazione
si riassegna al nodo il segno che aveva in precedenza e & tgpstessa oper-
azione su un altro nodcE chiaro che questa procedura genera una sequenza di
configurazioni

= Cp—=Chy — ...

che costituisce la traiettoria di Metropolis. Questa segaenon € determinis-
tica perche la sua evoluzione dipende dal valore di vdrial#atorie (i numeri
causali o random). Sequenze di questo genere si chiamaoegsistocastici o,
piu’ precisamente, markoviani (o catene di Markov) perobei configurazione
e "determinata” stocasticamente dalla config.preceddhtemporante notare che
la traiettoria cosi’ definita & ergodica perche c'e unalabilita finitache ogni
configurazione e raggiungibile da ogni altra configuragionun numero finito di
passi (ogni passo e costituito dalla proposta di cambigmngn— —S; e dalla
verifica delle due circostanze i) e ii)). | passi scandiscirittmpo” di Monte
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Carlot della traiettoria. In sintesi la probabilita di transia®V-_,o nell'unita
di tempo (o passi) &

_ )1 se B(C") < E(C),
Womor= {e_ﬁ[E(C')_E(C)] se E(C") > E(C). (44

Siapc(t) la probabilita che il sistema si trovi, al temppnella configurazion®@
La “derivata temporale” di questa probabilita & data da

Pc = Z (Wereep oo = Weorp o)
o
dove) ., & la somma su tutte le configurazioni raggiungibili in unguada
C. Quando la traiettoria raggiunge un regime stazionariasidh= 0 per ogni
configurazione=
Woc pe
Wecr .

D’altra parte sappiamo che nell’ensemble canonico alilégio pc o< e ##(©),
quindi una traiettoria ergodica che riproduca le configimaizin equilibrio deve
soddisfare il principio del bilancio dettagliato

Wero e~ BE(C)
We_or - e—BE(C") °

Questa e proprio la proprieta soddisfatta dall’eq.).4he definisce la traiet-
toria di Metropolis.

In conclusione, la catena markoviana ora definita genecandizioni stazionarie,
una successione di configurazioni con probabilita propoede al fattore di Boltz-
mann, come richesto dalle condizioni di equilibrio termd=l’ensemble canon-
ico. Poiche la traiettoria € ergodica, la media tempocalmcide con il valor
medio nell’ensemble canonico. Per esempio I'energianatérdata da

Ezzw: im Y E(Cn)
C

7 N—oo

.....

Ovviamente nelle simulazioni numeriché e finito. Piu grande & piu la stima
del valor medio € precisa. Si pu0 apprezzare la potenzaetitg metodo notando
ad esempio che il numero di configurazioni che contribuiscalta funzione di
partizione del modello di Ising su un reticolo cubico di dms®nil0 x 10 x 10

e 21090 > 102°° mentre basta una simulazioneMi~ 10° passi di Monte Carlo
per avere un’ottima approssimazione del modello.
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4.5 Approssimazione di campo medio

Questa approssimazione (deftean field approximatioa MFA) consente di de-
scrivere qualitativamente il comportamento del modelltsthig ( e di una classe
molto ampia di modelli) in prossimita del punto di transize.

Consideriamo un modello di Ising in campo magnetito un generico reti-
colo in D dimensioni caratterizzato da un numero di coordinazipfel’Hamiltoniana

sara
H = _JZSZS] —ZBMSZ
(i) i

L'approssimazione di campo medio consiste nel trascueiguttuazioni della
magnetizzazione. Precisamente, ponefigde- S; — m +m = §.5; + m, dove
m € la magnetizzazione media, si trascurano gli effetti dirgr O (5 S?) nella
fluttuazione’ S;. Con questa approssimazione si ha

m2

H=-J> (68+m)(dS;+m)— ZB,uS,» ~—JqN 5

(i7)
2
m
—Jm;(é& +65;) - ZBMSZ- = JqN = —(qmJ + Bp) Zs
’Lj (] K
e quindi

m2
7 = Ze’ﬁH ~ N BIINS [cosh(Bqm J + B uB)|Y . (4.5.1)
{55}

Da questa espressione si vede che la MFA € equivalente @adngpe i diversi
spin direttamente accoppiati con lo spin di un dato siton il valor mediom,
dunque questa approssimazione € tanto migliore quantgrnainde e il numero
di coordinazione e quindi quanto piu grande e la dimersiordello spazio. |
valore della magnetizzazione € determinato dalla richiesta che I'energia libera
di HelmholtzF = —xT'log Z abbia un minimo in condizioni di equilibrio, come
si e dimostrato nella (2.5.1). Richiedendo dunggle: 0 si ha subito

m = tanh (8Jqm+ fu B)

31l numero di coordinazione & dato dal numero di link usceatogni nodo del reticolo. S¥
& il numero dei nodi, il numero dei link 8 = N ¢/2. In un reticolo ipercubico irD dimensioni
q=2D.
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per semplificare al massimo le notazioni poniathe- 1, h = %. Si ottiene
cosil'equazione di campio medio

m = tanh(Gqgm + h) . (4.5.2)
Soluzione grafica: poniamo = tanh(8gm + h). = m = xﬁ—j e studiamo
I'intercetto delle due curvg = tanh z ey = . Si contemplano 3 casi

Bq

1. caso:h =0, ﬁiq > 1 (la tangente nell’origine @&anh x e'= 1) = una sola
soluzione:n = (0 = fase simmetrica

2. casoh = 0, & < 1 = tre soluzioni (quella a» = 0 €’ in realta’ instabile)
= rottura spontanea della simmet#afase ordinata

3. caso:h > 0, é > 1 = magnetizzazione indotta e rottura esplicita della
simmetriaz,

Il valore dij3..;; previsto dalla approssimazione del campo medio e’ vicino a
quello vero solo a grandi valori del numero di dimensi@ni

d | 5.+ campo medig Berit VEIO

1 5=05 00

2 1=025 1log(v/2 + 1) = 0.440687
3 £ =10.1666 0.221655

4 £ =0.125 0.149668(30)

4.5.1 Studio dell’equazione di campo medio in prossimita’ ell
punto critico

m = tanh(Bqm + h)
m3
= fBgm + h = arctanh(m) = m + = +O(m?).

Ponenddh =0, . =1, 8¢ >1= 2 =142 +O(m")

= m VBB B = [22 <l_i)%:\/§(Tc—T)é

ek

1
= mo (T.—T)", ﬁzi.
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Poniamo or& > 0 nella fase simmetrica, ciogy < 1 = %erh = m+0(m?)

= m (1 — ﬁﬁ) — h, ossiam = ﬁﬁC_”ﬁ, da cui si pud calcolare la suscettivita

magnetica:

_ N om opuN 1 uN T,
YEUNOB ), RT1-Z T WLT-T

x(T-T,)", v=1.

Ora poniamo invecg > 0 5q > 1 (cioe fase spontaneamente rotta) e scriviamo
nella formam = m, +¢, dovem, € la magnetizzazione spontanea (quﬁqdio =

3 . N . . .
m, + %) €€, supposto piccolo, & la magnetizzazione indotta.

= (ﬂﬁ — 1) €+ h=m2e+ O(e)
KT, BT,

TN -T) T WL, —T)

0 ,
X:N(—E) =N (T.-T)7 =/ =1
B—o 2k

Nota:
A(T-T,)™ T>T,
AT - T<T,
A= %A+ Y =7(=1).
Relazione tran e B a3 = [, (isoterma critica):

m3 KT, 4
m

m+h:m+?+0(m5), :>3ng +O(m®)

Energia interna (& = 0):

—JLm? = —NaJm® _ 3N T 7 <,

U= (H) = 2
0 T>T,
Poichég = J- = % = k (costante di Boltzmanr}
Calore specifico:

oUu SKN T < T.
0

~ 9T o T>T.
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Nei sistemi magneticB ha il ruolo di V' quindi il calore specifico e’ calcolato a
B costante (quB = 0)) = Il calore specifico e’ discontinuoA..

Se fossimo partiti da un modello di Ising piu generale can tihi di accoppi-
amento (ad esempio interazioni non solo associate ai linkmohe alle diagonali
o termini di accoppiamento quartici) si sarebbe ottenuia fanma cubica leg-
germente piu generale. Non sarebbe difficile dimostraesurhgenerico modello
di Ising in prossimita del punto critico soddisfa, nellfapssimazione di campo
medio, la relazione

atm+um?®=h (4.5.3)

dovea e u sono due costanpositiveet = (T — T.)/T. & la temperatura ridotta.
E’ chiaro che gli esponenti, 3,y e 6 rimangono gli stessi perche non dipendono
dai parametriz e u.

Sperimentalmente si osserva che i sistemi in prossimitanditransizione del
Il ordine hanno un andamento a potenza simile qualitativaena quello trovato
nella approssimazione di campo medio:

C x |[T-TJ| (T~T)
m o (T.—-T)° (T <T.)
X < |[T—TJ| (T~T)
B M (T =T,)

a, 3,7,d sono gliesponenti criticgia descritti nel paragrafo introduttiiod .
Come si vedra con il gruppo di rinormalizzazione, gli espratncritici non dipen-
dono dai dettagli microscopici del sistema, ma solamentémtadi simmetria e
dal numero di dimensioni spaziali.

| valori osservati (0 calcolati con metodi piu’accurati)mooincidono con
quelli previsti dall'approssimazione di campo medio (@itono con quelli dei
modelliind > 4 dimensioni).

Confronto tra gli esponenti critici nel modello di Isingdn= 2 ed = 3

campo medig Isingd=2 | Ising d=3
discont log|T =T, | ~0.11
1

«

6 : : ~0.3
v 1 ! ~1.24
0 3 15 ~ 5.

4.5.2 Forma funzionale del correlatore df’.

In generale al punto critico le proprieta del reticolo su €udefinito il sistema
hanno effetti trascurabili perche le scale microscopifgesso reticolare, forma



92 CHAPTER 4. SISTEMI CRITICI

del reticolo) sono molto piu’ piccole della lunghezza direteizione&, che e
I'unica scala fisica in gioco. Di conseguenza non ci sonozdire privilegiate:
il sistema e’ isotropc=- il correlatoreG(7) si puo’scrivere nella forma&: /() =

h(r,a). a indica genericamente un set di parametri che definiscontr#tiga
microscopica del sistema. Si suppone che i parametri abb&adimensioni di
lunghezza (non e’ ovviamente una condizione restritti%jché% e adimen-

sionale, si puo scrivere
G(T1> . r M
- ¢ Ty T .
G(rs) re a

AT = T. ¢ non puo’ dipendere dai parametri microscopicperche’ non c’e
nessuna scala intrinseea ¢ = ¢ (:—;) Ponendc{—; =s,siha

G(r1) = o(s)G(r2) , (4.5.4)

che si puo iterare, ponendo ad esem@i@,) = ¢(t)G(r3) cont = 2. Combi-
nando questa equazione con la (4.5.4) si ottiene I'equadiamzionale

¢(s)o(t) = o(st)

Che ha come soluzione generalg) = s~ che ci permette di riscrivere la (4.5.4)
nella forma

G(r) = (4.5.5)

rA
Convenzionalmente si pone= d — 2 + ), doven denota un nuovo indice critico:
I'indice magnetico

PerT ~ T., maT # T, c’e un'unica lunghezza caratteristica ch€ & piu
grande di ogni altra scala)

g(r/¢)

T opd=2+4n

= G(r) (4.5.6)

Perr > ¢ il correlatore decade esponenzialmente

g(r/€) — Ae™%.

¢ diverge al, =
Ex |T =T, (4.5.7)
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dove r definisce un nuovo esponente critico, detto inde@nica Vedremo in
seguito che ogni altro esponente critico e’ esprimibile edunzione razionale di
n ev. Per es. il teorema i fluttuazione-risposta afferma che

= xx & Mo [T —T.| 7", May o |T — T.|", quindi

v=v(2-n)

Relazioni di questo tipo sono detealing relationsUn altro esempio di scal-
ing relation si ottiene facilmente dal fatto che il caloresifico a volume costatnte
& proporzionale &, o« “1%¢Z | a funzione di partizioneZ & adimensionale e
log Z € una grandezza estensiva, per cui dimensionalmente[é%l% = [L7P].

Vicino a T, 'unica osservabile con le dimensioni di una lunghezzaguindi

d? D
CV XX ﬁg

da cui si ottiene immediatamente la scaling relation carcat

a=2—vD

4.6 1l metodo del gruppo di rinormalizzazione

Si e visto che I'approssimazione di campo medio non fomisea descrizione
accurata del comportamento critico dei sistemi in progsimi una transizione di
Il specie ( a meno ch® > 4). Introdurremo ora alcuni nuovi concetti che ci
forniscono uno strumento di indagine molto efficace, almearma di principio,
nella descrizione di questi sistemi.

Qusto nuovo strumento, noto come metodo del gruppo di rinabrzazione
alla Wilson Kadanoff, si rivela essenziale per estrarresilstemi critici le pro-
prieta universali, indipendenti dai dettagli del sistesnzorta distanza.

L'idea centrale di questo metodo consiste nel suddividesmimma sulle con-
figurazioni, ingrediente principale della funzione di pEdne canonica, in due
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tappe successive: si sommano prima le fluttuazioni a costarza e si studiano
le proprita’ delle configurazioni cosi semplificate.

Per vedere piu in dettaglio come funziona questo metodasideriamo un
modello di Ising ind dimensioni definito su un reticolo cubicb di passo reti-
colarea e definiamo la seguente costruzione (detta blocking) cheppardo lo
scopo di eliminare le fluttuazioni dell’ordine di pochi pasticolari. Dividiamo
il reticolo in celle o blocchi di late (nella figura il reticolo € quadratoe= 3).

Ad ogni cellaa ora assegnamo una variabi#¢ che assume il valore +1 se
la maggioranza degli spin all'interno della celleé positiva, altrimenti il valore
e -1 (abbiamo applicato in questo casadgola della maggiorangaln questo
modo abbiamo costruito una configurazione su un nuovo ieticabico A’ di
passo pari &' = sa. E’ del tutto intuitivo il fatto che se la configurazione di
partenza era una tipica configurazione nella fase orditeatayova configurazione
e ancora piu ordinata, perche’ si eliminano le fluttuazidinpiccola scala. E’
anche vero che se la configurazione di partenza € scelta faskk simmetrica
(cioe disordinata), la nuova configurazione € ancoradordinata. E’ chiaro
inoltre che la trasformazione testé definita ha due pursii $igbili (cioe attrattivi)
aT = 0eT = oco. Vediamo ora di definire la trasformazione suddetta in modo
piu preciso. A tal fine introduciamo un proiettdf¥ S/ ; S;,i € «) cosi definito

I seS,> icnSi>0

0 altrimenti

P(S.: Siyi € @) = { (4.6.1)

Si possono costruire altri proiettori di questo tipo; ad #puo selezionare un
particolare nodo all’interno di una cella ecc. La somma stetie configurazione
si pud ovviamente spezzare nella somma di tutte quelle atibilpcon una data
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configurazione di cell¢.S/,} per la somma su tutte le configurazioni di celle:

)SEEED SN | B BEEA)

{S; VjeA} {8, VaeA'} a {S;ica}

e la funzione di partizione canonica si puo’ riscrivere adédrma

z= Y M= N AT Y P(SLiS)e (4.6.2)

{S; VjeA} {S!, YaeA'} \ a {S;ica}

dove tutti i termini nella parentesi tonda sono positiviirgusi puo definire una
nuova Hamiltoniana definita sul nuovo reticala

e H'I{SLY — H Z P(S; S;)e (4.6.3)

o {Sz ’iEO{}

Di solito H' ha una forma diversa e molto piu complicata ch&ldi partenza. Un
caso particolarmente semplice € invece la catena unidiioeale di Ising. Utiliz-
zando per esempio il formalismo della transfer matrix @).possiamo riscrivere
la Z nella forma

Z=TeTN = Te (T5)N¢

che definisce una nuova transfer matfix= 7° per una catena lineare di passo
reticolarea’ = sa e da questa possimo risalire alla nuova hamiltoniehaAd
esempio, scegliendo per semplicita= 2 e h = 0 si ha

T _ e e h 2_ 2 cosh 23 2
“\e P ) T 2 2cosh 23

;- Veosh23  1/4/cosh2p
T =2y/cosh2f (1/\/cosh2ﬁ \/coshQﬂ)

dove l'ultimo raccoglimento a fattore serve per metterergas$fer matrix nella
stessaforma di quella di partenza. L'unico effetto dedatormazione sull’hamiltoniana
e stato, a parte un termine additivo inessenziale (premste— log(2/cosh 23)),

un cambiament® — 3’ con

cioe

B =log/cosh 203 . (4.6.4)

Questo e il primo esempio esplicito ttasformazione del gruppo di rinormaliz-
zazione Questa trasformazione dipende dal parametro di scalfimggquesto caso
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s = 2). E’ facile verificare che si ha’ < [, dunque il sistema si riscalda sem-
pre per effetto di questa trasformazione, il che dimosteithistema si trova in
un’unica fase simmetrica’® = 0 € un punto fisso instabile della trasformazione,
contrariamente a quel che succede nei sistemi con una fds&tar (cioe a sim-
metria spontaneamente rotta).

Nei modelli cond > 1 la trasformazione del gruppo di rinormalizzazione
e complicata dal fatto che essa genera in generale infindvinaccoppiamenti
tra siti diversi, quindi non soltanto tra siti vicini e anchecoppiamnti a piu di
due spin. Indichiamo genericamente cin queste costanti di accoppiamento.
Iterando piu volte la trsformazione si ottiene una seqaatialiverse Hamiltoni-
ane

..H[K;]| - H'[K]] - H'[K]'] — ...

da un certo punto in poi la forma dell’ Hamiltoniana si stedzid nell’Hamilto-
niana invarianted *:

-— H¥Y[K;] — H'[K]] — ...

e I'effetto della trasformazione si traduce in un’ oppodurasformazione delle
costantiK’
K= fils, {K;}] (4.6.5)

che e la generalizzazione della trasformazione (4.6.4) sistema qualsiasi.

Qualunque sia 'Hamiltoniana di partenza, dopo un certoenandi iterazioni
della trasformazione del gruppo di rinormalizzazione clmieano i dettagli del
sistema a corta distanza, essa si trasforma nell’Hamétaninvariante?* dove
si € perso il ricordo del particolare modello da cui si etpiarQuesto fatto e alla
base del concetto diasse di universalitinon potendo dipendere dai dettagli del
modello iniziale, /* non puo che dipendere, in linea di principio, dal gruppo di
simmetria e dalle dimensioni dello spazio. Nel paragrafgusate illustreremo
ulteriormente questo concetto.

E’ importante osservare che le trasformazioni del gruppmdrmalizzazione
non modificano in alcun modo lo stato fisico di un sistema. Ess#ituiscono
in sostanza solo una riscrittura dello stesso sistema figicermini di gradi di
liberta’ e Hamiltoniane differenti, ma la funzione di partine canonica resta per
costruzione esattamente la stessa, dunque tutte le gmntisizhe sono invari-
anti rispetto a queste trasformazioni. Prendiamo ad esemmonsiderazione la
lunghezza di correlaziong = ¢[K;]. Essendo dimensionalmente una lunghezza
si misura in passi reticolad. Il gruppo di rinormalizzazione cambia il passo reti-
colarea — a’ = sa (cioe I'unita di misura) ma non il valore effettivo diche
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nella nuova unita di misura varra

§IK]) = ¢[Ki]/s . (4.6.6)
Ne consegue che i punti fissi delle trasformazioni (4.6.5)nearicercati tra quei
punti nello spazio (infinito) delle costanti di accoppianteche soddisfano la re-
lazione¢’ = &, cioe& = 0 (punti fissi banalicom& =007 = ) 0{ = oo, che
individua i punti critici. Questi formano una varieta imrea nello spazio delle
costantiK dettasuperficie critica Le traiettorie del gruppo di rinormalizzazione
che si ottengono iterando piu volte la (4.6.5) si dividonalue tipi. Quelle che
partono da un punto esterno alla superficie critca tendoradladtanarsi da essa,
per effetto della (4.6.6) che riduce il valore gi Quelle che partono all'interno
della superficie critica non possono uscirne; nei sistetnicpimuni sono attratte
da un unicopunto fisspun puntoK™ dello spazio dei parametri che soddisfa la
condizione

K=K Vi.

E interessante studiare il gruppo di rinormalizzazionéinerno di questo punto
fisso, sviluppando la (4.6.5) in serie di Taylor troncatarahfordine perturbativo
K| = K} +T(s)/(K; — K}) + O[(K; — K7)?]. Si ottiene cosi il sistema lineare

SK!=T(s)]0K; (6K =K —K*) (4.6.7)

valido solo in prossimita del punto critico. Le matric{s) soddisfano la proprieta
d moltiplicazione gruppalé

T(s)T(s)=T(ss). (4.6.8)

Supponendo che queste matrici siano diagonalizzabili ieando con\; e g; =
¢/ K; I'-esimo autovalore e il corrispondente autovettore, @igh = \;(s) g;.
Poiché inoltre)\;(s) soddisfa I'equazione funzionalgs) A(s") = A(s ') la cui
soluzione &\(s) = s, si ha

g =s"g; (4.6.9)
dove il numero realg; e detto, per estensione, autovalore relativg.&8ey > 0

g si dice rilevante, s¢ < 0 ¢ si dice irrilevante, Sg = 0 g si dice marginale.
Le costanti di accoppiamento rilevanti crescono per effd#lla trasformazione,

4E importante osservare perd che queste trasformazionfaromano un gruppo (nonostante
il nome di gruppo di rinormalizzazione), in quanto per cosiones > 1, quindi non esiste la
trasformazione inversa.
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mentre quelle irrilevanti diminuiscono; e chiaro quintiecsulla superficie critica
tutte le costanti di accoppiamneto rilevanti sono nulle ellguirrilevanti pos-
sono essere pensate come delle coordinate della superfita che misurano in
qualche modo la distanza dal punto fisso. Nella maggior plitsistemi noti ci
sono due costanti di accoppiamento rilevanti e tutte ler(itefj altre sono irrile-
vanti. In particolare nei sistemi magnetici sono rilevdatiemperatura ridottae

il campo magnetica e si ha

f=svt, W =s"h (4.6.10)

dovey; e l'autovalore termico @, quello magnetico. In un sistema magnetico le
costanti di accoppiamento effettive sono queste due e dundte le costanti di
accoppiamento irrilevant sono funzionidii e h : g; = gi(t, h).

4.6.1 Gruppo di rinormalizzazione e universalit

Consideriamo per semplicita un sistema con due costaatt@bppiamento, una
rilevante (ad es. la temperatufg e una irrilevantg;. Fissata I’'Hamiltoniana del
sistema e fissata anche la funziane- ¢(7"). Supponiamo di studiare due mod-
elli distinti (rappresentati in figura dalle linee trattégig). La superficie critica &
rappresentata da un’altra linea nel piahg; la sua intersezione con le linee trat-
teggiate corrisponde ai punti critici del modello. Il purto sulla superficie critica
rappresenta il punto fisso. Tutte le traiettorie del gruppandrmalizzazione che
partono dalla superficie critica sono attratteféta

Per studiare il comportamento critico di questi due sisteomviene tracciare
le traiettorie del gruppo di rinormalizzazione che partatalle due linee trat-
teggiate in prossimita all'intersezione con la superfmiéica. Questa funziona
da separatrice tra due diversi flussi, in quanto I'accoppiaim rilevante tende a
crescere ed ad allontanare il sistema dal punto criticos@dee flussi saranno at-
tratti dai punti fissi stabilid” = 0 eT = co. Le traiettorie portano il sistema fuori
delle linee tratteggiate perche I'Hamiltoniana del sistiecambia, come si e gia
visto. In prossimita della superficie critica le traieteosiono attratte d&* perche
la costante irrilevante tende a diminuire (& zerd”it) ma contemporaneamernte
deve aumentare in valore assoluto, per cui tutte le traiettendono a converg-
ere su un unica linea che rappresenta I’ Hamiltoniana digtisso. Dunque,
in conclusione, sistemi diversi controllati dallo stessmo fisso hanno a grande
distanza lo stesso comportamento, generato dalle leggitdnpa degli accoppi-
amenti rilevanti. Questo fatto esprime la proprieta divensalita nel linguaggio
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superficie
critica

del gruppo di rinormalizzazione e mostra che c’é€ una cpaomslenza uno a uno
tra classi di universalita e punti fissi.

4.6.2 Energia libera e leggi di potenza

Le trasformazioni del gruppo di rinormalizzazione lasciavariante per costruzione
la funzione di partizione, mail numero di nalidel reticolo viene ad ogni trasfor-
mazione ridotto di un fattore’ : N — N’ = N/s? dunque si possono scrivere
le identita—log Z = F[K;| = N f[K;] = Nyg|[K;] + N'f'[K][], doveN g|K;]

e quella parte dell’energia libera che nasce dal raccagitm a fattore di quei
termini che non dipendono dalla configurazione (ed & unaifure analitica re-
golare che non contiene informazioni sul comportamenttico), mentref’ e la
parte dettasingolare Si ha ovviamente

fIE] = 1K)

sd

Supponiamo di essere molto vicini al punto fisso, in modo dargoascurare tutti
gli accoppiamenti irrilevanti. Per un sistema magnetiadeihtita precedente si
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riduce all’ equazione funzionale
1
f(t,h) = Ef(t s¥ h s . (4.6.11)

Questa equazione esprime il fatto che la densita di enébgiea f non & sepa-
ratamente funzione die di A, ma di una opportuna loro combinazione. E’' da
notare infatti ches > 1 & un parametro arbitrario e la (4.6.11) ci dice appunto che
la f(¢, h) non dipende da essoUn modo rapido per eliminaree di fissare una
volta per tutte il valore di’(s) = ¢, da cui

o (4.6.12)

che inserita nella (4.6.11) da
f(& h) = |t[w @(h/]t] ) . (4.6.13)

Da questa proprieta di scala dell’ energia libera possiaoavare tutte le leggi
di potenza per le varie funzioni termodinamiche che sonortgte nella tabella
4.1, da cui seguono subito le dsealing relationsla aggiungere alle altre due che
abbiamo ricavato nel & 4.5.2.

a+20+v=2

a+pB+p56=2

Osservazione: mentre la (4.6.13) permette il di calcolamediatamente, 3
e, il calcolo di¢ richiede la valutazione df at = 0 che & incompatibile con la

scelta dis data dalla (4.6.12). Una scelta consistente puo essezeanv= |%
che, inserita nella (4.6.11), permette di determinaretsidnche).

E facile ricavare, in analogia con quanto si e fatto nel akdbenergia libera,
un’analoga relazione funzionale per il correlatore cosneSupponiamo al solito
di essere molto vicini al punto fisso e che le uniche costargicdoppiamento
rilevanti sianat e h. L'Hamiltoniana trasformatd/’ sara

H' =H,~> h,5,

1
Yh

SPer esempio I'equazione funzionafér,y) = f(sxz,sy) Vs ha come soluzione generale
f(z,y) = ¢(x/y) dovee € una funzione arbitraria di un solo argomento.
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grandezzg definizione| legge di potenza esponente criticg
Cy (t) (?f—é)}lzo o [t~ o = 2=
m(t) (%)hfo o (—=t) p= d;yh
x(t) (%_f)hzo oc [t 7= 23,;_;51
m(h) | (5h) iz o< htf? 0=

Table 4.1: Le leggi di potenza che caratterizzano la classmidersalita di un
sistema critico.

dove H) & I'Hamiltoniana adh’ = 0 e S, & la variabile di blocco di coordinate
x contenentes? nodi del reticolo di partenzak/, & una variabile indipendente
definita su ogni blocco che utilizziamo per costruire il @atore connesso a par-
tire dalla funzione di partizione. Le derivate rispettd’asono tutte valutate, per
definizione, a&! = 0. Se poniama., = 1’ V x sihah' = s¥»h. Dopo tutte queste

precisazioni possiamo scrivere la catena di relazioni setju

1 g o —a'| . 0%logZ 1 2logZ
1le — 7’ H — — _
<S:1: Sa: > G( S ) ah;ah;, S2yn ahxahzl
1 52d N
= bra) S ) Sj)e= - Gllv—a'|;H) .
1€x j€x’

Nella seconda riga si e utilizzato il fatto che denota un campo costante su tutti
i nodi del bloccoz e nell’ultima uguaglianza si € supposto, come € necessari
che la distanza = |x — 2’| sia molto piu grande della dimensionédel sin-
golo blocco e che il correlatore non si modifichi sensibilteesl variare dei siti
all'interno di un blocco. Confrontando il primo con l'ultioomembro della catena
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di ugualglianze si ricava I'equazione funzionale

Glr,t) = s (L ¢ sy (4.6.14)

S

Scegliendos in modo cher, = r/s sia una scala di riferimento fissa, si ottiene
perG la forma funzionale seguente

G(r,t) = O(r /v . (4.6.15)

er*QZJh
[l confronto diretto con la (4.5.6) permette di identificdreomportamento critico
della lunghezza di correlazione che, combinata alla (3.5ida direttamente |l
valore dell’esponente termico in funzionesgi

1
6 0.8 W = UV = 1/yt .
Inserendo questo dato nell’espressione @i ottiene una scaling relation gia ot-
tenuta nel & 4.5.2. Similmente il confronto tra gli esponelt- at = 0 da

77:(14‘2—2% )

che puo utilizzarsi per ricavare in quest’ambito la refes di scalingy = v (2 —
n)-

4.6.3 Il modello di Landau-Ginzburg

Consideriamo ora un modello su reticolo appartenente &ksse di universalita
del modello di Ising, ma piG facilmente trattabile dal pudt vista analitico. As-
segnamo ad ogni nodo del reticolo, anziché un segno, un numero regle),
che puo’ essere pensato come la variabile di blocco definitzeeda media delle
variabili di sito: ¢(z) = 3, S;/s?. U'Hamiltoniana e della forma

H==Y Jo@)py) + > (K ¢(x)* + Lo(x)* — Bo(x))
(zy) z

dove J, K e L sono delle costanti di accoppiamento. In assenza di camge ma
netico (B = 0) questa Hamiltoniana € invariante rispetto alla trastione

¢ — —¢ che definisce la simmetrid, di ogni modello tipo Ising. La somma
sulle configurazioni (detta anchetegrazione funzionale misuradella funzione

di partizione) e ora rappresentata dall'integrale midtip
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somma sulle configurazioni = H / do(x) = / Do .

Possiamo sfruttare I'invarianza di questa misura rispttiscalament®(z) —
bo(x), doveb € una costante reale arbitraria, per riscrivere la fureidnpar-

tizione nella forma
Z = / Doe P =

Y

— /Dd) exp [Z —% > bz +ay) — ¢(2))* + 6 + K'¢* + L'¢* — B'o

pn=1,d

dove a, € lo spostamento di un passo reticolare nella direzieneSupponi-

amo ora di essere molto vicini alla superficie critica, dolvpasso reticolare
e molto pil piccolo della lunghezza di correlazione, per possiamo formal-

mente rimpiazzare somme e differenze finite con integraleevdte. In parti-

colarea’y” — [d'z e (¢(x + a,) — ¢(z))/a — ,¢(z). In questo modo
I’'Hamiltoniana si pud riscrivere, supponendo che le castaccoppiamento siano
adimensionali, nella forma

1 h
BHpalo] = / %z <§8M¢au¢ + 2%2@ + 4;;*4 . ¢) (4.6.16)

che definsce il modello di Landau- Ginzburg. Si noti che, edsg H adimen-
sionale, il camp@ cosi definito ha le dimensioni di una lunghezza alld—2) /2,
cioé

d—2

6] =L

EsercizioSi dimostri a partire da questa relazione ghe 0.

(4.6.17)

Le nuove costanti di accoppiamerited« sono da identificarsi con la temper-
atura ridotta e la costantegia introdotta nell’approssimazione di campo medio
(MFA). Infatti, se trascuriamo in prima approssimazion#uéuazioni del campo
¢, € poniamo per semplicita = 1, possiamo individuare una configurazione di
equilibrio ¢, (costante in un sistema omogeneo infinito) applicando ueeisli
“teorema della media”

7= [ Doe Pheld s exp[-V (502 + 504 — ho)
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dove ¢, minimizza I'energia liberal’ = —log Z//3. Quest’ approssimazione &
nota come approssimazione di Landau ed e equivalente &ka Mfatti, poiché
m = (¢) ~ ¢,, € immediato verificare che la suddetta condizione di minim
riproduce effettivamente I'equazione fondamentale ddlf#\, una volta identifi-
catit ew.

Ristabiliamo ora il passo reticolare. Se— sa per effetto di una trasfor-
mazione del gruppo di rinormalizzazione, anche le costhrEiccoppiamento de-
vono modificarsi in modo da lasciafeinvariata. Si ha allora

=35 h =5, u=s"%, (4.6.18)

che hanno come punto fiséo= ¢t = u = 0. L'Hamiltoniana di punto fisso &

dunque
H* = % / dx(V)? (4.6.19)

ed il punto fisso e dettpunto fisso gaussian®ispetto a questo puntoe ¢ sono

accoppiamenti (o scaling variables) rilevanti (come sapevgia’ dalle proprieta
generali del gruppo di rinormalizzazione ). Gli autovalmimico e magnetico
sono rispettivamente (come si legge dall’eq.(4.6.18)- 2 ey, = 1 +d/2. A

partire da questi autovalori possiamo calcolarci attrewés formule del paragrafo
precedente gli esponenti critici e costruire la seguerttelka che mette a con-
fronto questi esponenti con quelli calcolati nell’approsszione di campo medio

a B v & n v

campo
medio| O 5 1 3 04
punto
H d d—2 d+2 1
fisso |[2—5 42 1 ﬁ 0 3
gauss.

C’e perfetto accordo solo per= 4. Perd > 4 I'approssimazione di campo
medio da un comportamento critico piu’ singolare rispettquello previsto dal
punto fisso gaussiano. Una delle ragioni € che, pur eseridoquesta regione
irrilevante (y, = 4 — d < 0), non puo essere posto uguale a 0, come vorrebbe
il flusso del RG del punto gaussiano, perche, come si eigta nella MFA, la

magnetizzazione spontanea contieng denominatorem = ,/—%. Accoppia-
menti di questo tipo si diconpericolosamentgrilevanti. Perd < 4 « diventa un
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ulteriore accoppiamento rilevante, quindi il punto fissaggano non puo desci-
vere il comportamento critico & < 4 di un sistema magnetico, dove sappiamo
che gli accoppiamenti rilevanti sono sdlee t°. Si puo allora concludere che per
dimensioni spaziali minori di 4 il punto fisso che descrivel@sse di universalita
di Ising non e quello gaussiano. Ci deve essere un nuovafissb non banale
perd < 4.

Esercizio:Si dimostri che in ?rossmlta del punto fisso gaussianorihiee
cinetico(V¢)? = (Z ‘“”“’J ¢(*))2 tende, per effetto del gruppo di rinormaliz-
zazione, al limite contlnuﬁud)( )a“¢(x).

(Suggerimento: sviluppare in serie di Taylofz + a,,) € mostrare che tutti i
termini che contengono derivate superiori alla prima sonievanti.)

4.7 Transizioni di fase e singolaria

Abbiamo piu’ volte constatato che le transizioni di fase snifestano come sin-
golarita dell’energia libera, ossia singolarita deldoigmo della funzione di par-
tizione Z. Questa € in generale una funzione olomorfa dei paramietrh. In
particolare per ogni reticolo di dimensione finita si pudi\sere ( come vedremo
esplicitamente tra poco) come un polinomio ( a coefficieasifivi) nelle variabili
exp(—2() eexp(—2h). Dunque le possibili singolarita thhg Z sono gli zeri della
funzione di partizione. Poiché i coefficienti di questiipoimi sono positivi gli
zeri cadono per valori complessi die di h

Partendo da queste considerazioni Lee e Yang, in due faenasi bpparsi nel
1952, proposero un nuovo punto di vista nello studio de#ledizioni di fase. Essi
congetturarono che gli zeri dela funzione di partizionecsitemulino su linee del
piano complesso e la densita’ di questi zeri aumnenti atfantare della taglia del
sistema. Nel limite termodinamico queste linee si dovrebbganinifestare come
tagli della funzione energia libera nel piano complessexgdi—25 eexp —2h. Le
singolarita sono dunque i punti di diramazione associgtiesti tagli. Quando il
sistema e prossimo a una transizione di fase questi pudtiathazione si avvici-
nano all’asse reale in coppia dal di sotto e dal di sopra ecleeto proprio al punto
di transizione. Dunque dal punto di vista delle proprietamhliticita le singo-
larita associate alle transizioni di fase sarebbero dampvute a un fenomeno di
pinchingche rende impossibile la continuazione analitica tra fagrde. Queste

SInfatti gli operatori rilevanti controllano I'effettiva idtanza del sistema dal punto critico,
d’altra parte la funzione di partizione del modello di Isiogli un generico modello magnetico
e solofunzione della temperatura e del campo magnetico.
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congetture hanno avuto numerosissime conferme da anaiignche e analitiche
e sono ormai universalmente accettate. Nel caso partecdegli zeri nel piano
complesso dh Lee e Yang provarono un teorema di grande generalita sagli z
della funzione di partizione del modello di Ising che raffanotevolmente queste
congetture:

4.7.1 TeoremadilLee e Yang

Gli zeri della funzione di partizione di un modello di Isingl accoppiamento
ferromagnetico definito su un grafo qualsiasi cadono tultiasse immaginario
di h.

Per dimostrare questo teorema, scriviamo esplicitamenterizione di par-
tizione Z su un grafo arbitrario formato d& nodi e L links e supponiamo per il
momento che il campo magnetico possa variare da punto a punto

7 = Z eZ<ij) BSiSi+> 2 hiSi eLﬁ+Zi hip(,]_’ pi) ’ (7_ — 672ﬁ, p; = 672}”)
{Sp==%1}

Y

4.7.1)
dove
P(r,p;) = Z Xy BSiS —D+5; hi(Si=1)

{Sp=%1}

e un polinomio inT e p;. In particolare € al massimo di grado in 7 e di
primo grado in ogni variabile,; e complessivamente di grado nelle variabili

pi- P(1,p;) si pud anche considerare come la grand partition functiamayas
reticolare(o lattice gas) in cui il generico nodioe occupato§; = —1) o vuoto

(S; = +1; nel primo cas; (che funge da fugacita) compare alla prima potenza,
mentre nel secondo caso la potenza e zero. Per esempim geafa composto da
un singolo nodo associato alla variakilé polinomio corrispondente & = 1+p.
Similmente per un grafg formato da due nodi uniti da un link si ha

P1 P2
o o DPia(g)=1+7(p1+p2)+ pip2.

Se G & un grafo arbitrario contenente il nodcsi avraP,(G) = A, + A_p, ,
dove A, e il contributo di tutte quelle configurazioni in cdj, = +1e A_ el
contributo delle ltre corb, = —1. SeG e G’ sono due grafi disgiunti conteneti
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rispettivamente il noda e il nodob e facile convincersi che il polinomio relativo
al grafo G U G’ (non connesso) formato da entrambi & il prodotto dei nélati
polinomi:

Pup(GUG") = (A1 +A_po)(By+B-py) = Ay + Ay pat+Aipp+A__papy ,

dove nella seconda uguaglianza si e scritta la forma gknéeh polinomio rela-
tivo alle due variabilp, e p, valida anche nel caso di un grafo connesso. Supponi-
amo ora di fondere i due nodie b in un unico nodab associato alla variabile,.

Le configurazioni in cui i due nodi e b avevano segni diversi sono ovviamente
eliminate dal conteggio mentre tutte le altre contriburszoon lo stesso numero.
Percio dopo la fusione il polinomio precedente diventa

Pa,b - Pab - A++ + A——pab .

E chiaro che ogni graf@; pud essere ottenuto da un numero sufficiente di fu-
sioni del grafo elementargformato da due nodi e un link disegnato qualche riga
precedente, quindi per dimostrare il teorema basta

1. provare che € vero per

2. applicare il principio dell'induzione completa, facendedere che questa
proprieta sopravvive alla fusione.

PonendaP»(g) = 0 siha

_1+Tp1
T+ p1 ’

P2 =

da cui si puo facilmente dimostrare che|gg < 1 seguelp,| > 1 7. Percio, se

p1 = p2 = e~ 2" come vuole l'ipotesi del teorema di Lee e Yang, le due sohizio

di P1»(g) = 0 hannoh immaginario, come vuole la tesi. Ne consegue che se en-
trambi i p sono all'interno del cerchio unitariB;»(¢) non si annulla. Supponiamo
ora che questa proprieta sia vera per un generico grafon N nodi, cioé che
P(G) #0per|p;)] <1i=1,...,N. Vogliamo dimostrare che questa proprieta

’Infatti, ricordando che < 1, se|p;| < 1, poiché il prodotto di due numeri di modulo inferiore
a uno ha modulo ancora piu piccolo, sifpal?(1—72) < (1—72), dacuil +72(p1|> > |p1|?+72.

, B .. 2 1+72|/)1|2+2T§R6[]1
D’altra parte, prendendo il modulo quadroi si ha|ps|* = P e Repy Inserendo la

disuguaglianza trovata nel numeratore di questa frazidne appuntdp.| > 1, cvd.
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sopravvive all' operazione di fusione di due nodi qualsi&anoa e b i nodi che
vogliamo fondere. Prima della fusione la dipendenza.dap, di P(G) & al solito

Pop(G) = Ay + A ypa+ Ay py+A__paps -
Per le ipotesi fatte , se poniarfia, = p, = =, le due soluzioni dell'equazione
A__I2 + I'(A_+ -+ A+_) + A++ =0

hanno modulo> 1, percio|A,,/A__| > 1. Questa disuguaglianza implica
che dopo la fusione il corrispondente polinomda, + A__p,, Si annulla solo
per |pas| > 1. In conclusione, se non c’erano zeri all'interno del ceochii-
tario prima della fusione non ci sono neache dopo la fusiddglizziamo ora
I'ovvia simmetriaZ(3,h) = Z(3,—h) della funzione di partizione del mod-
ello di Ising per riscrivere I'eq.(4.7.1) nella forda(3, h) = elPe "N P(r,p) =
eLBeNtP(7,1/p) , ossia

P(7,1/p) = p" P(7,p) ,

che ci permette di concludere che non ci sono radici nepplestarno del disco
unitario e che per ogni radice sulla circonferenza dellanfop = ¢ ce n'e
un’altra conh, — —h,. Questo completa la dimostrazione.

E’ facile verificare il teorema in due casi limite. A = 0 tutti i nodi de-
vono avere lo stesso valore e dunque ci sono solo due staibgog si ha
Pn(T = 0) = 1+ p". Gli zeri sono le radici ennesime di -1 e sono quindi dis-
tribuiti omogeneamente sul cerchio unitario; nel limitentedinamicoN — oo
ricoprono densamente tutta la circonferenza.

Nell'altro limite 7" = oo, ogni nodo € indipendente da ogni altro ed € come
aver messo a zero il numero dei link. 1l polinomio assocmuhquePy (r =
1) = (1 + p)" che ha un unico zero di molteplicifs in p = —1.

Al discendere della temperatura, sempre nel limite termaaiico, I'arco su
cui si condensano gli zeri diventa sempre piu ampio ed anstrico rispetto
all'asse reale, come riflesso della simmetria> —h. Se il sistema ha un punto
critico perT’ = T, I'arco di condensazione si chiude e coincide con l'intera ci
conferenza proprio &, (v. Fig.4.4). Avviene quindi il fenomeno di pinching delle
singolarita, che divide il piano complessogie quindi anche dk, in due regioni
disgiunte, che segnalano I'esitenza di due fasi distinte.

8Attenzione, questo non significa aver fuso i due nodi!.
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Figure 4.4: arco di condensazione degli zeri di Lee e Yangiaglo complesso di
p = e~2" per due diverse temperature della fase calda e per la tetapemitica.

4.7.2 1l punto di diramazione di Lee e Yang

Nel limite termodinamico le linee di condensazione degdli men si manifestano
come zeri ma come tagli della funzione di partizione. Unaedelgioni € che la
funzione di partizione e in generale una funzione analition al piu delle sin-
golarita isolate, quindi i suoi zeri non possono formarensieme denso.Le sin-
golarita che sopravvivono nel limite termodinamico sormunti terminali delle
linee di condensazione degli zeri, che si manifestano caimé gi diramazione
(o branch points). D’altra parte € noto che il luogo dei pimicui I'autovalore
piu grande della transfer matrix coincide con I'autovaleuccessivo corrisponde
a singolarita dell’energia libera (€ immediato verificescrivendo la funzione di
partizione in funzione di questi autovalori e facendo pdiniite termodinam-
ico). Quindi nel caso si conosca la forma analitica di questovalori si possono
studiare le singolarita nel piano complesso dei paranregioco.

Applichiamo queste considerazioni al modello di Ising umiensionale in
campo magnetico, la cui transfer matrix e stata descréatacorso di Meccanica
Statistica, i cui autovalori; ,i = 1,2 sono

N\ = e’ cosh h+ \/625 cosh® h — 2sinh 23 .

| due autovalori coincidono quando si annulla il discrintiteasotto radice, che
fornisce I'equazione

sinh?h = —e™4° |
da cui si evince che nel piano complessohdie singolarita giaciono sul'asse
immaginario, come vuole la teoria di Lee e Yang. Rén modulo molto piccolo
si ha

he ~ +ie™ % |

quindi il pinching tra le due singolarita avviene solo gér= 0 come c’era da
aspettarsi.
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Possiamo fare un’altra verifica della teoria di Lee e Yanbzéando I'appros-
simazione di campo medio (MFA), che in prossimita dellasraione di fase porta
all’equazione fondamentale della MFA che riscriviamo pamodita nella forma

h=tm+um?,

dovet e la temperatura ridottateuna costante positiva. Essendo un’equazione di
terzo grado essa ha sempre tre soluzioni reali o0 complessalaCaspettarsi che

le singolarita del’energia libera vadano ricercate neblo dei punti dove due di
queste soluzioni coincidono, luogo che si ottiene studdedsoluzioni comuni
tra tale equazione e la sua derivata

t+3um?>=0.

Eliminandom tra queste due equazioni si ottiehé = —-1-t* che nella fase
calda(t > 0) ha solo le due soluzioni simmetriche e puramente immaggnari

4 .
he = +i4/ tz
! 27u

in accordo con la teoria di Lee e Yang. Quest’equazione defniin nuovo espo-
nente critico che descrive il il modo in cui questa coppiailigelarita si avvicina
all'asse reale all’approssimarsi del punto critices 0.

N
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