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Capitolo 1

Cenni di topologia

1.1 Definizione di spazio topologico

Le definizioni di limite e continuita sono basate sul concetto di intorno,
definito nei corsi precedenti solo in R" (e in C; ~ R?); lo si pud generalizzare
introducendo anzitutto la:

Definizione 1.1.1. Spazio topologico 7' = (X, 7) ¢ un insieme X, detto
supporto, dotato di una topologia 7, cioé di una famiglia di sottoinsiemi
di X, detti aperti (sostantivo o aggettivo), che soddisfa i tre assiomi:

T1. (), X € 7, dove () & I'insieme vuoto.
T2. VA, Ay € 7, A{N Ay € 7, ovvero l'intersezione di due aperti ¢ un aperto.

T3. L’unione di una sottofamiglia qualsiasi di aperti & un aperto.
Notare: T2 e T3 sono asimmetrici: I'intersezione di un numero finito di
aperti & aperta, 'unione anche di infiniti aperti ¢ aperta.

Esempio 1.1.1. Gli insiemi aperti in R™ (in particolare R?) soddisfano T1,
T2, T3.

Notare: Dato un supporto X non é affatto detto che su di esso si possa
stabilire una sola topologia 7; anzi, se ne possono sempre scegliere almeno
due, estreme:

a) La topologia dei punti incollati : 7 = {0, X'}

b) La topologia dei punti separati: 7 = {Tutti i sottoinsiemi di X}

Esempio 1.1.2. Detto I» = {|Z| <1} € R, ﬂN]; ={Z=0} &7, a
n ne n
conferma che T2 non puo essere esteso all’intersezione di infiniti aperti.

Definizione 1.1.2. Vx € X, l'aperto A € 7 si dice intorno di z se x € 4;
di solito gli intorni di z si indicano con I (z), mentre con [ (x) = I (x) — {x}
indichiamo gli intorni bucati, cio¢ privati del punto x.
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Per dare una topologia su X bisogna dare 7, cioé elencare tutt:i i sottoin-
siemi aperti di X: che fatical! Un modo pit comodo per ottenere lo stesso
risultato € basato sulle seguenti definizioni e teoremi.

Definizione 1.1.3. B C 7 & una base di intorni (e i suoi elementi si

chiamano intorni base) se ogni A € 7 — {(}} puo essere scritto come unione
di intorni base, ovvero VA € 7 — {0}, 3{B,}, B, € B/ A= UB,.

Esempio 1.1.3. In R" una B ¢ data da tutti gli:
I (z9) = {x e R"/ |z — x| < &} (1.1)

ovvero:

B ={I.(x), Vzo € R", Ve > 0} (1.2)

Teorema 1.1.1. In uno spazio topologico 7' = (X, 7) ogni base di intorni B
soddisfa le due proprieta seguenti:

T1’. X ¢ unione di elementi di B

T2’. L’intersezione di due intorni base qualsiasi o € vuota o € unione di
elementi di B.

Dimostrazione: X ¢ aperto ! per T1, quindi dalla Def. 1.1.3 segue T1’.
Inoltre Yu,v € B 'assioma T2 = uNwv é aperto, quindi la Def. 1.1.3= T2".

qg.e.d.

Vale anche il viceversa:

Teorema 1.1.2. Dato un insieme X e una famiglia B di suoi sottoinsiemi
che soddisfino T1’ e T2, la famiglia 7 formata da () e da tutti i sottoinsiemi
di X che siano unione di una collezione qualsiasi di elementi di B €& una
topologia su X, ovvero 7 soddisfa gli assiomi T1, T2, T3 della Def. 1.1.1 di
spazio topologico.

Dimostrazione: T1 segue da T1’; T3 ¢ vero per costruzione di 7. Per di-
mostrare T2 si osserva che: VA, Ay € 7—{0} 3 {Bf(,l), BY € B} /A=

UBY, Ay = UBY
p o
quindi:A; N Ay = U (B,(;l) N B§2)>
po

Per T2VBS), BY /B n B # 0 3{B,,, € B} /BM n BY =
UB%)T. Quindi, 0 AiNAy=0,0 AiNAy = U Bf,?;)f e quindi, per costruzione,
T poT
Al N AQ cT.

I'Non vuoto; sottintendiamo che il nostro spazio topologico non sia banale.
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Figura 1.1: Intorni (iper)sferici e (iper)cubici

q.e.d.

Quindi un modo alternativo alla Def. 1.1.1, molto pitt maneggevole, per
definire uno spazio topologico T su un supporto X ¢é di assegnare su X una
base di intorni, cio¢ una famiglia B di sottoinsiemi di X che soddisfi gli
assiomi T1" e T2, e di costruire la topologia 7 (cioé l'insieme di tutti gli
aperti) mediante il Teor. 1.1.2.

Perché non assumere questa come definizione di spazio topologico? Perché
puo succedere che { X, B} e {X, B’} con B # B’ portino allo stesso 7 e quindi
in realta individuino lo stesso spazio topologico.

Esempio 1.1.4. In R", accanto alla base d’intorni B dell’Es. 1.1.3 conside-
riamo la base B':

B = {Il(x), Yxo € R", Ve > 0}

con:

I’ (zg) ={z € R"/ |x; — (20);| <&, 1 =1,2,...n}

(intorni (iper)cubici anziché intorni (iper)sferici), che soddisfa ovviamente
gli assiomi T1" e T2'.

Osservando che (vedi Fig. 1.1):

1. VI!(z) ,315 (x) C I (z) e analogamente,
2. V1. (z) ,3I5 (z) C I (x)

e che ogni aperto A’ € 7’ si puo scrivere come A" = UA I' (z), dalla 1)
zeA’

segue A’ = UA I (x) € 7 Dalla 2) segue il viceversa:A € 7 = A€ 7’/
xcA’

Quindi 7 = 7. La situazione é quindi analoga a quella degli spazi vet-
toriali, la cui definizione astratta non richiede il concetto di base, ma che
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possono essere piu facilmente trattati scegliendone una, fermo restando che
i risultati ottenuti non devono dipendere dalla base prescelta.

Definizione 1.1.4. Topologia indotta

Dato T' = (X,7), VX' C X, 7xv = {AN X', A€ 7} ¢ una topologia su
X' (& immediato verificare gli assiomi T1, T2, T3); quindi 7' = (X, 7) induce
T" = (X', 7x/), sottospazio topologico; 7, si dice topologia indotta.

Esempio 1.1.5. La Def. 1.1.4 permette di stabilire immediatamente una
topologia su S,, C R"*! (Sn ¢ la superficie ipersferica (pitt brevemente sfera)
di equazione Z?:ll (z;)° = R?, dove R ¢ il raggio); gli intorni base sono
calotte.

1.2 Limite e continuita

Definizione 1.2.1. Dato T'= (X, 7), z, € X si dice che z € X, ¢ il limite
della successione {z,}:
lim z, =z (1.3)

n—oo

se VI (z) gli x,, cadono definitivamente in I (), ovverose Ing /x, € I (x), Vn >
ngo.

E evidente che questa definizione di limite non ¢ che la generalizzazione
ad ogni spazio topologico di quella ben nota in R™, dove I (x) prende il ruolo
della distanza ¢ da x.

Data una successione qualsiasi non é affatto detto che il limite esista
(esempio: 1,-1,1,-1,...).

Ma se esiste, vorremmo che fosse unico: affinché questo sia assicurato
dobbiamo introdurre un assioma in pit.

Definizione 1.2.2. T'= (X, 7) ¢ di Hausdorff se:

T4. Ve,ye X, v #y, 3 (z),I(y) /1 (z)N1(y) =0

Teorema 1.2.1. In uno spazio topologico di Hausdorff il limite, se esiste, ¢
unico.

Dimostrazione: per assurdo, ovvia.

Definizione 1.2.3. Siano Ty} = (Xi,7), To = (X3, 72) spazi topologici.
L’applicazione:f : X; — X, ¢ continua in z € X; se VJ (y), intorno di
y=f(x)e Xy, I (x) /f(I(x)) C J(y) (vedi Fig. 1.2).

Definizione 1.2.4. f : X; — X, si dice continua in X; se é continua
Vr € Xl.
E facile, anche se non ovvio, dimostrare:
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X4 Xa

Figura 1.2: Applicazione continua

Teorema 1.2.2. f é continua se e solo se la controimmagine di ogni aperto
di X, é aperta, ovvero:

f: X1 — X, continua — YAy €m, fH(A) e (1.4)

Attenzione: non ¢ vero che I'immagine di un aperto sia necessariamente
un aperto, anche se f ¢ continua: un esempio in R — R ¢ f(z) = yo =
costante.

Definizione 1.2.5. f : X; — X, é omeomorfismo se f & biunivoca e
bicontinua, ovvero:

1. f é continua

2. 3f~! ed ¢ continua.

Sotto omeomorfismo, per il teorema 1.2.2, I'immagine e la controimmagi-
ne di ogni aperto di 7} e Ty sono aperte. L’omeomorfismo stabilisce una
corrispondenza biunivoca fra gli aperti di 77 e Ty, quindi fra 7 e 7.

Definizione 1.2.6. Se 3 omeomorfismo X; — Xy si dice T} ~ T5: 11 e Ty
sono omeomorfi. ¢ immediato verificare che I’omeomorfismo & una relazione
di equivalenza ?; Ty e T possono essere identificati.

Tornando ad una generica funzione continua fra spazi topologici, si puo
dimostrare:

2cioé che gode delle proprieta riflessiva: T ~ T; simmetrica: T} ~ Ty = Ty ~ Ty;

transitiva: T ~ TQ, T ~T3 =T, ~Ts.
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Teorema 1.2.3. Condizione necessaria e sufficiente affinché f: X; — X,
sia continua ¢ che ogni {z,} convergente (x, € X;) abbia come immagine

{yn} convergente (y, = f (z,)) e che:

f (hm a:n) = lim y, = lim f(z,) (1.5)
n—oo n—o0 n—00
Dimostrazione: Necessita. Detto r = lim, . 2z, € X4 e Yy =

f (z) la continuita di f implica:
VJ (y), 3 (x) / f(I(x)) C J(y) Inoltre: Ing /Vn > ng, x, € [ (x) =
flxa) €J(y) =  y=lim, e f(2n)

g.e.d.

Tralasciamo la dimostrazione della sufficienza.

1.3 Insiemi aperti e insiemi chiusi; spazi con-
nessi
Definizione 1.3.1. In uno spazio topologico T' = (X, 7), si dice che il punto

x € S ¢ interno al sottoinsieme S C X se 3I (z) C S.
L’insieme dei punti interni a S si dice interno di S:

intS ={x e S/3(z) CS} (1.6)

Teorema 1.3.1. S € 7 (cio¢ S ¢& aperto) <= S = intS

Dimostrazione: Hp. S €7 = Ve € §,S=1(z) CS = z € intS =

S =intS.
Viceversa:
Hp. S = intS. Scegliamo Vx € S, I (x) C S; ne segue S = US[ (x) =
Tre
Ser.

Occorre notare che ¢ essenziale che ’assioma T3 valga per una qualunque
famiglia di aperti, anche di potenza infinita, non importa quanto grande.

Definizione 1.3.2. Un sottoinsieme C di X si dice chiuso se il suo com-
plemento in X ¢ aperto:

C' C X chiuso = CC(=X-C)er (1.7)
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Definizione 1.3.3. In uno spazio topologico T'= (X, 7) si dice che il punto
x € X ¢ punto di aderenza del sottoinsieme S C X se ogni intorno di x
contiene almeno un punto di S, ovvero:VI (z), I (z)NS #0;.

In altre parole x ¢ punto di aderenza di S se non ¢ interno al complemento
di S: x ¢ intCS; infatti:

intCS ={ye X /3 (y) /I(y)ynS=0}. (1.8)
E ovvio che ogni z € S & punto di aderenza di S, ma ce ne possono essere

altri (che devono essere punti di accumulazione di 5).

Definizione 1.3.4. z é punto di accumulazione di S se: (I (z) — {z})N

S #0, VI (x).

Definizione 1.3.5. x ¢ punto isolato di S se z € S e x non ¢é punto di
accumulazione di S.

Definizione 1.3.6. La chiusura [S] di ogni sottoinsieme S C X ¢ I'insieme
dei punti di aderenza di S, ovvero [S] = CintCS, ovvero:

1] = {&/VI (z), I (x) NS #0}. (1.9)

Teorema 1.3.2. S C X ¢ chiuso se e solo se S = [9].
Dimostrazione: S chiuso <> CSer <— CS=intCS <=

Def. 1.2.2 Teor. 1.3.1
— S=CintCS <«— S=][9]
Def.1.3.6
q.e.d.
Riassumendor Aaperto <= A=1intA
HASSHIMEREO & chiuso <= C=1C]
Definizione 1.3.7. Si dice frontiera 05 del sottoinsieme S C X:
0S = [S] — intS (1.10)
Ne segue:
VC chiuso : 0C=C —intC = 0C cCC (1.11)

VAaperto : 0A=[A]—-A = ANJA=10

Un generico S né aperto né chiuso conterra un pezzo della sua frontiera,
ma non tutta.
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Corollario della Def. 1.3.2. () e X (insieme vuoto e supporto) sono sia
aperti che chiusi, come ovvio da ) = CX, X = C0.

Sono i soli aperti-chiusi?

Definizione 1.3.8. Lo spazio topologico T'= (X, 7) si dice connesso se gli
unici sottoinsiemi aperti-chiusi sono ) e X.

Teorema 1.3.3. Condizione necessaria e sufficiente affinché T' sia connesso
é che sia impossibile scrivere il suo supporto X come unione di due aperti
non vuoti disgiunti, ovvero:

EXl,XQ €T, X17X2 %@, X1 N X, :Q)/X =X;UX, (112)

Dimostrazione:

Necessita: X = X;UXy; X1, X e7, X1NXy =0 = X, =CX,; chiuso
e aperto insieme; se X1, X5 # (), X non ¢ connesso.

Sufficienza: X non connesso = 3X; # (), X; aperto e chiuso = X =
X, UCX,, CX; # 0, aperto perché complemento di un chiuso.

g.e.d.

Esempio 1.3.1. Dato T = (X, 7) connesso costruiamo uno spazio topologico
disconnesso con supporto F' = F; U F, dove Fie F, sono aperti disgiunti non
vuoti e la topologia ¢ quella indotta da 7 (vedi Def. 1.1.4).

Esempio 1.3.2. Si puo dimostrare:
e R e ogni suo intervallo sono connessi;
e R" & connesso;

e VS C R" aperto connesso per archi (vedi il corso di Analisi II) ¢
connesso e viceversa (dimostrazione in Ahlfors, pag. 56).

1.4 Spazi compatti; separabilita

Definizione 1.4.1. Una famiglia di sottoinsiemi (aperti) V, di uno spazio
topologico T = (X, 7) si dice ricoprimento (aperto) di 7" se UV, = X.

Esempio 1.4.1. Ogni base di intorni di 7" é un ricoprimento aperto di 7.
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Definizione 1.4.2. Uno spazio topologico si dice compatto se da ogni
suo ricoprimento aperto ¢ possibile estrarne uno finito (cioé formato da un
numero finito di elementi).

Esempio 1.4.2. Un possibile ricoprimento aperto di R" ¢ dato dagli insiemi
U, U, Us, ... con Uy = {|z| < 1}, U, = {n —0.1 < || <n+1}; ¢ eviden-
te che dalla famiglia {U,} non posso togliere nemmeno un elemento senza
lasciare un “buco”; quindi R non ¢ compatto.

Lo studente dimostri analogamente che I'intervallo semiaperto [0, 1) non
€ compatto.

Si puo dimostrare che vale:

Teorema 1.4.1. In R™ un sottoinsieme ¢ compatto se e solo se é chiuso e
limitato.

Esempio 1.4.3. La sfera S,,, cioé I'ipersuperficie di equazione: Z?:ll 1? =
R? ¢ compatta
Infatti S,, € R™"! ¢ ovviamente limitata; inoltre & chiusa perché il suo

complemento ¢ I'unione dei due aperti {z € R""| |z| < R}, {x € R""| |z| > R}.

Introduciamo ora il concetto di insieme denso in un altro, preliminare alla
definizione di spazio separabile.

Definizione 1.4.3. In uno spazio topologico T' = (X, 7) si dice che A &
denso in B (A, B C X) se B C [4], dove [A] ¢ la chiusura di A (vedi Def.
1.3.6), ovvero I (b) N A # (), V intorno I (b) di Vb € B.

Esempio 1.4.4. L’insieme Q dei razionali ¢ denso in R; infatti in ogni
intorno di ogni numero reale cade almeno un numero razionale (in realta
infiniti).

Teorema 1.4.2. A denso in B, B denso in C' = A denso in C' (proprieta
transitiva).

Dimostrazione: [A| D B, [B] D C = [A|D[B]DC

g.e.d.

Definizione 1.4.4. Lo spazio topologico T'= (X, 7) & separabile se esiste
un insieme numerabile denso in X.

Esempio 1.4.5. R é separabile perché Q é numerabile e denso in R (Esempio
1.4.4).
Nel Cap.4 (par.4.1) mostreremo che sono separabili anche R" e C", Vn.
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Capitolo 2

Complementi sulle funzioni
analitiche

2.1 Il piano complesso esteso e la sfera di Rie-
mann

Possiamo definire lo spazio topologico C, dotando ogni punto z5 € C di un
insieme di intorni /.(zy) = {z € C, |z — 2| < ¢} per ogni € > 0 in modo da
poter definire nel modo usuale i concetti di limite e punto di accumulazione®.

Notiamo subito che C ¢ uno spazio topologico non compatto, (come
R™), poiché esistono insiemi infiniti di punti, come Z C C, privi di punto di
accumulazione in C.

Lo si pud “compattificare” e definire il piano complesso esteso C =
C U {0} aggiungendo un punto all’infinito, oo, e il relativo insieme di
intorni:

Io(00) = {z € C, |2| > Q} U {oo}, (2.1)

per ogni {2 > 0, cioé ’esterno di cerchi centrati nell’origine di raggio (2
arbitrario.

E facile vedere che si ottiene l'identica topologia (cioé gli stessi concet-
ti di limite e punto di accumulazione) sostituendo agli intorni I (oc) e-

sterno di cerchi centrati in qualsiasi punto a € C prefissato: I (00) =
{z€C,|z—a|l >Q}U {0}

!Questa definizione soddisfa i requisiti discussi nel Cap. 1 per una base di intorni.
2L’equivalenza fra l'insieme di intorni In(oc) e I{,(c0) segue dal fatto che per ogni
I(00) esiste un If, (co0) che lo contiene e viceversa, qualunque sia la scelta di a € C.

11



12 Complementi sulle funzioni analitiche

y
X
Figura 2.1: Proiezione stereografica.
Da, questa definizione segue che per qualsiasi applicazione f : C — C,

la scrittura lim,_,, f(2) = wy significa:
VJ(wp), IQ >0/ f(2) € J(wo), Vz/ |z| >

Analogamente, la scrittura lim,_,,, g(z) = oo significa:

VQ >0, JI(z0) / |g(2)] > Q, Vz e I(z).

Avendo introdotto il punto all’infinito e la sua topologia possiamo intro-
durre un ricoprimento aperto di C aggiungendo agli insiemi Uy, Uy, Us, . ..
con Uy = {|z| < 1}, U, = {n —0.1 < |z] <n+ 1} introdotti nell’Esempio
1.4.2 un qualsiasi intorno dell'infinito Io(cc). E evidente che dalla famiglia
{U,} posso togliere tutti gli elementi con n > Q + 1 riducendomi a un rico-
primento finito. Ovviamento questo non dimostra che C é compatto perché
vale solamento per un ricoprimento.

Il piano complesso esteso C puo essere messo in corrispondenza biunivoca
e bicontinua (che in topologia si chiama Omeomorfismo) con Sy, la sfera di
Riemann, mediante la proiezione stereografica dal polo Sud della sfera
unitaria sul piano passante per l'equatore (vedi figura 2.1 e [1| pag. 83):

P:C— S (2.2)
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- 2Re(z)
2Im(z
2 € Cr (11,29,73) € Sy ¢ T2 = o
P . o 1—|Z‘2 (2'3)
3 — 1+|Z‘2

00 € C— (0,0,—1) € S,

Notare: 23 + 23 + 23 =1 = (21,72, 73) € Sy .
La biunivocita dell’applicazione P ¢é evidente. Infatti dalle 2.3 segue
subito, per z3 # —1:
T1 + 1T

2= —"
1+.T3’

ovvero, in coordinate polari, avendo posto z = pe?:

_ 1—z3
P = 1+z3

lp| < Z per x; >0
lp| > Z per x1 <0’

(p = arctan 22, con @ € [-m, 7).

SIEISIE]

E anche facile verificare la bicontinuita, cioé la corrispondenza biunivoca
fra intorni in C e in S5°.

L’omeomorfismo C ~ S, ci dice che il piano complesso esteso é com-
patto (poiché Sy, sottoinsieme chiuso e limitato di R?, ¢ compatta). Ne segue
che ogni insieme infinito in C ha ivi almeno un punto di accumulazione; per
esempio Z ha come punto di accumulazione proprio il punto all’infinito.

Si pud dimostrare che 'applicazione P & conforme, cioé conserva gli angoli: se due
rette si incontrano con un angolo ¢ in wy € C, altrettanto faranno in P(wg) le loro
immagini sulla sfera (che sono cerchi passanti per il polo Sud); per esempio le rette uscenti
dall’origine O sono ortogonali ai cerchi centrati in O, cosi come lo sono le loro immagini
sulla sfera (meridiani e paralleli).

Gli angoli vengono conservati anche in segno (trasformazione conforme diretta): una
curva chiusa semplice in C attorno a wy € C viene mandata in una curva chiusa su So
percorsa nello stesso verso attorno all'immagine. Cio vale anche per curve attorno all’co €
C (la cui immagine ¢ il polo sud della sfera), tenendo conto che su C per lasciare I'infinito
a sinistra bisogna muoversi in verso orario (definizione euristica di verso di percorrenza
positivo di una curva chiusa v ). Si pud anche vedere cosi: due curve che si incontrano
nel polo Sud hanno come tangenti dei meridiani; quindi I’angolo fra loro viene mandato
nell’angolo fra le rette immagini, cambiato di segno perché girare attorno al polo Sud in un

verso é come girare attorno al polo Nord nel verso opposto; quindi ’angolo fra rette uscenti

3in particolare gli intorni dell’infinito vanno in calotte sferiche centrate nel polo Sud.
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dall’infinito va considerato come l'opposto dell’angolo visto dal punto di intersezione al
finito.

Il noto aforisma “la palla ¢ rotonda” suggerisce che in C il punto all’in-
finito sia un punto come tutti gli altri. Infatti co puo essere mandato in un
qualsiasi punto di C mediante una opportuna trasformazione lineare fratta
L : C — C con la prescrizione:

L:iz—w=—— VzeC(C, z%—c—i, (2.4)
2 c

cona,b,c,dE(Cead—bc:det<CCL 2)7&0

d

Per ¢ # 0, le immagini dei punti —¢ e co vengono ottenute per continuita:

d
L:——— 0, Licors (2.5)
c c

Naturalmente, nel caso particolare ¢ = 0 I'applicazione L manda il punto
all’infinito in se stesso.

E facile verificare che I'applicazione L

e ¢ invertibile, e la trasformazione inversa ¢ data da*

sz-{gZ—i“;], wGC,w#—é (2.6)
con
(11)-(23)
k1 c d ’
(per w = —é e w = oo si procede per continuita)

e ¢ continua

e rimane la stessa se ai numeri complessi a, b, ¢, d si sostituiscono ha, hb, he, hd,
Vh # 0,h € C.

Le trasformazioni lineari fratte sono quindi automorfismi di C, cioe
omeomorfismi di C in se stesso.

“4la condizione ad—bc # 0 ha proprio la funzione di garantire I'invertibilita della matrice
2x2.
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[INOTA]| Il modo piu elegante di trattare le trasformazioni lineari fratte ¢ di
usare coordinate proiettive: z = %; z1, z2 € C, |z1] + |22| # 0, con la convenzione

29 =0 & z = o0; allora L : 2z — w, Vz € C, corrisponde a L : (zl)|—>

22
< w1 ) = ( @ b > < A1 ), da cui segue subito la 2.6.
w9 c d 29

Notare che le trasformazioni lineari fratte formano un gruppo, isomorfo a
SL(2,¢)/Zs; L(2,c) significa gruppo Lineare, cioé di matrici 2x2 a elementi
complessi; S significa Speciale, cioé con determinante che pud sempre essere
scelto uguale a 1; infine /Z, significa che le matrici

(2d) « (=22)

vanno identificate poiché corrispondono alla stessa trasformazione.

2.2 Studio del punto all’infinito

II comportamento della funzione f(z) per z — oo si studia effettuando il

cambiamento di variabile )

Z—a

t= (2.7)

per un opportuno a € C, che molto spesso si prende uguale a zero, e valutando
il comportamento della funzione ¢(t) = f(a+1/t) per t — 0. La sostituzione
(2.7) manda un intorno circolare (di raggio ) dell’origine nel piano complesso
di ¢ in un intorno dell’infinito Io(c0) , cioé nell’esterno di un cerchio di
raggio {) = 1/e centrato in a.

Per definizione, la funzione f(z) ha all’infinito lo stesso comportamento
di ¢(t) nell’origine.

Per esempio, se t = 0 & un polo di ordine n di ¢(t), z = oo & un polo di
ordine n di f(z); se t = 0 ¢ uno zero di ordine n di ¢(t), z = co ¢ uno zero
di ordine n di f(z), eccetera.

Esempi

e La funzione f(z) = % é regolare all’infinito e ivi ha uno zero semplice;
lo stesso vale per f(z) = Z%l, come si vede usando la (2.7) con a = 1.

e La funzione f(z) = 22 ha un polo doppio all’infinito.

e La funzione f(z) = e* ha una singolarita essenziale all’infinito, cosi
come le funzioni sin z e analoghe.
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e La funzione f(z) = SiIllz ha poli semplici nei punti zx = km con k

intero qualsiasi; quindi in ogni intorno del punto all’infinito cade almeno
un polo (in realta ne cadono infiniti): U'infinito non & una singolarita
isolata, ma un punto di accumulazione di poli.

Naturalmente, se f(z) é regolare allinfinito puo essere sviluppata in serie di
Taylor in un intorno dell’infinito Ig(c0), cioé all’esterno di un cerchio,
centrato in un punto a scelto secondo convenienza (spesso a = 0), e di raggio
Q) tale che all’esterno del cerchio la f(z) non abbia singolarita. Tale serie si
ottiene sviluppando in serie di Taylor la funzione ¢(¢) nell’intorno del punto
t = 0, tornando poi alla variabile originaria z con la sostituzione t = 1/(z—a);
lo sviluppo di Taylor nell’intorno del punto all’infinito conterra quindi
solo potenze negative di z — a, oltre alla potenza nulla:

3] a2 Qp,
f(Z)—a0+z_a+(Z_Q)Q‘i‘"'—Zm, (28)
n=0

valido per |z —a| > Q.

In particolare il punto all’infinito ¢ uno zero di ordine N di f(z) se esso
¢ un punto regolare con ag =a; =---=ay_1 =0eay #0.

Per esempio lo sviluppo della funzione e'/# in serie di Laurent nell’intorno
della singolarita essenziale z = 0 puo anche essere letto come lo sviluppo di
Taylor nell’intorno del punto regolare z = oo.

E utile notare che vale

ap = lim f(2),

ma che i coefficienti successivi a, non possono essere calcolati come derivate di f(z),
diversamente da quanto succede per lo sviluppo di Taylor nell’intorno di un punto al
finito®.

Discorso analogo per lo sviluppo di Laurent; solo che stavolta la parte
principale dello sviluppo (cioé quella singolare) conterra solo potenze po-
sitive di (z — a), in numero finito o infinito a seconda se il punto all’infinito
¢ un polo o una singolarita essenziale:

JE) = rant—a) et o =Y o (29)

valido per |z —a| > Q.

Sse uno proprio vuole usare le derivate, deve passare dalla variabile t = 1/(z — a).
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Nota importante: Il passaggio alla variabile ¢ ¢ utile per dare una defi-
nizione formale del comportamento di f(z) nell’intorno del punto all’infinito,
ma per fare i conti & meglio evitarlo; é molto piu facile lavorare diretta-
mente con la variabile z, ricordando che la quantita “piccola® ¢ 1/z o, pit
generalmente, 1/(z — a).

Esempio importante: La funzione ——, che nell’intorno dell’origine si

1-z7
sviluppa con la serie geometrica
1—2z S ’

e che ¢ essa stessa sviluppo in serie di Taylor® attorno all’infinito (in potenze
di Zil), puod essere sviluppata in serie di Taylor attorno all’infinito in potenze
di % con la procedura seguente:

e}

1 1 1 1 1 1 1
= — =—0+-+—=+... :—E —, — <L
1 Z( + + + ) Zn+17 |Z|

n=0

Teorema di Liouville: wuna funzione regolare in tutto C & necessa-
riamente una costante.

Dimostrazione: Per ipotesi, f(z) ¢ intera, cioé non ha singolarita al finito,
quindi il suo sviluppo di Taylor nell'intorno dell’origine f(z) = > 07 a,2"
converge Vz € C; quindi puo anche essere letto come sviluppo di Laurent
nell'intorno dell’infinito. Ma per ipotesi f(z) & regolare anche all’infinito,
quindi a, =0, Vn € Ny e f(2) = a.

q.e.d.

Analogamente si dimostra il:

Corollario 1: una funzione intera con un polo di ordine /N all’infi-
nito ¢é necessariamente un polinomio di grado N.

Infatti il suo sviluppo di Taylor nell’intorno dell’origine, letto come svilup-
po di Laurent nell’intorno dell’infinito, deve arrestarsi alla potenza N-esima.

6COH un solo termine.
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Corollario 2: Una funzione MEROMORFAT in tutto C & necessaria-
mente una funzione razionale.

Dimostrazione:

La funzione f(z) ha un numero finito di poli; altrimenti per la com-
pattezza di C dovrebbe esserci un punto di accumulazione di poli, cioé una
singolarita non isolata, in contrasto con l'ipotesi.

Dette z; € C, ¢ = 1,2,..., N le posizioni dei poli al finito e n; il loro

ordine, la funzione
N

o) = F) ] =
i=1
¢ intera, perché tutti i poli al finito di f(z) sono compensati da zeri dello
stesso ordine nella produttoria.

Inoltre all’infinito f(z) é regolare o, al piti, ha un polo e quindi per z — oo
si comporta come f(z) ~ ¢z, con un opportuno M; € Z; comportamen-
to analogo per g(z) ~ cz™2 con My = M; + Zz]\; n;. Se ne deduce che
all'infinito anche g(z) sara regolare (M, = 0)® o avra al pitt un polo (M, > 0).

I1 Corollario 1 ci dice quindi che la funzione g(z) ¢ un polinomio P(z) e
percio:

N C
TP

la funzione f(z) é quindi un rapporto di polinomi, cioé una funzione razionale.

g.e.d.

2.2.1 Esempi

Esempio 1:
Lo sviluppo in serie di Taylor intorno a z = 0 che definisce la funzione
esponenziale

<k
f(z):ezzz%zl—kz—k...
k=0

ha raggio di convergenza infinito e quindi vale anche in ogni intorno del punto
all’infinito.

Quindi questa stessa serie puo essere letta come sviluppo di Laurent nel-
I'intorno bucato C del punto all’infinito, con z = oo singolarita essenziale di
f(2), perché il numero di potenze positive ¢ infinito.

"Una funzione meromorfa in un aperto D ¢ una funzione le cui uniche singolarita
in D siano poli.
8 My < 0 implicherebbe g(z) identicamente nulla.
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Esempio 2: la funzione

flz) =V,
che ha una singolarita essenziale in z = 0, & regolare all’infinito. Infatti, lo
sviluppo in serie di Laurent attorno all’origine

2 = (—1/22F SN (D 1
R S R
k=0 k=0
puo anche essere letto come sviluppo di Taylor nell’intorno dell’infinito; esso
non contiene infatti potenze positive di z e converge nell'intorno Ip(co) =
C — {0} del punto regolare z = oco.

Esempio 3: consideriamo la funzione

1/2 = (=1DF 1
_ 1)z k1 _
f(z) = ze” —zg —E TR 1+2|Z+

Letta come sviluppo d1 Laurent nell’intorno dell’origine, la serie ha un nu-
mero infinito di potenze negative e quindi il punto z = 0 & una singolarita
essenziale.

Invece, letta come sviluppo di Laurent nell’intorno dell’co, la serie con-
tiene una potenza positiva (la prima) di z, quindi la funzione ha un polo di
ordine 1 in z = .

Esempio 4: consideriamo la funzione
f(z) = /09,

Poniamo w = z — 1:

flz) = e (el

1/w
__Z Zk'z—l

La serie di Laurent attorno al punto z = 1 ha un numero infinito di potenze
negative e quindi il punto z = 1 € una singolarita essenziale.

Per z — oo la funzione ammette limite (uguale a e™!) e quindi il punto
all’infinito é regolare e la serie pud anche essere letta come serie di Taylor
nell’intorno dell’infinito.

Esempio 5: sia
f(Z) — ezfl/z — ezefl/z.

I punti z = 0 e 2 = oo sono singolarita essenziali.
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Imz

Rez

Figura 2.2: Curva chiusa di Jordan 7 contenente al suo interno tutte le
singolarita al finito di f(z).

2.2.2 Calcolo del residuo nel punto all’infinito

Per valutare il residuo di una funzione f(z) in z = oo supponiamo che esista
una curva chiusa di Jordan v che contenga al suo interno tutte le singolarita
al finito di f(z) (per esempio una circonferenza ¢ di raggio sufficientemente
grande - Figura 2.2)

Allora nel punto all’infinito la funzione f(z) o é regolare, o ha una
singolarita isolata. In entrambi i casi definiamo il residuo all’infinito
come:

(Resf(2)}._ . — —i,yff(z)dz (2.10)
oo 27 J,
dove l'integrale ¢ calcolato percorrendo come al solito la curva ~ in senso
antiorario; il segno — ricorda che per avere z = oo al suo interno la curva -~y
dovrebbe essere percorsa in senso orario®.
Sostituendo nella definizione (2.10) lo sviluppo in serie di Laurent (o di

Taylor) della f(z) attorno al punto all’infinito, si pud integrare termine a

9Ricordiamo che un punto zg si definisce interno ad una curva chiusa ~y se, immaginando
di percorrere 7 nel senso di percorrenza indicato, zy viene lasciato a sinistra.
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termine; ricordando I'identita:

1 dz

270 Joqer (2 —a)" "

che segue dal teorema di Cauchy generalizzato (a tal proposito si veda
il paragrafo 1.6.1 di [3| ed in particolare Iintegrale 1.14), si ricava che il
residuo all’infinito €& dato dal coefficiente, cambiato di segno, della potenza
1/(z—a). Per esempio, il residuo all’infinito della funzione regolare all’infinito
f(z) = 1/z vale —1, mentre quello della funzione f(z) = z (che ha un polo
semplice all’infinito) é nullo.

Una conseguenza immediata di quanto abbiamo detto é che una funzione
pari ha sempre residuo nullo all’infinito (sempre che abbia senso definir-
lo), poicheé il suo sviluppo in potenze di z (di Taylor o di Laurent che sia)
non potra contenere il termine 1/z. Lo stesso succede per una funzione che
all’infinito sia regolare e O (Z%) e ovviamente anche per una funzione
intera.

L’interesse principale nel definire il residuo all’infinito sta nel seguente:

Teorema 14: se una funzione analitica f(z) possiede solo singolarita
isolate in tutto il piano complesso esteso, la somma di tutti i suoi
residui, compreso 'eventuale residuo all’infinito, é zero.

NOTA: Se tutte le singolarita sono isolate il loro numero ¢ finito.
Dimostrazione.
Sia 7 una curva chiusa di Jordan che contenga al suo interno tutte le
singolarita al finito di f(z). Allora, per il teorema dei residui , si ha

74 f(2)dz = +2mi 3 {Resf(2)}

v interni

e per la definizione (eq.2.10) di residuo all’infinito

§ 1)z = —2rifRes ()}

da cui si ottiene, sottraendo membro a membro,

> {Resf(2)} =0. (2.11)

tot
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Data una funzione f(z) che abbia un numero finito di singolarita isolate
in un aperto D e una curva di Jordan v tale che f(z) # 0 per z € v e
nessuna singolarita sia su 7, si consideri la derivata logaritmica di f, L(z) =
f'(2)/f(z) dove f" = df/dz. Definiamo indicatore logaritmico di f rispetto
alla curva v la quantita I(f,v) = 1/(2mi) ¢, L(2)dz

Teorema 15 o dell’indicatore logaritmico: si ha

1 [ f(2)

I = — dz=7—P

5D =5 § 5

dove Z e P sono rispettivamente il numero di zeri e il numero di poli di f
interni a 7, contati con la loro molteplicita.

Dimostrazione. In un opportuno intorno di uno zero z; di ordine n,

f puo essere espressa come f(z) = (z — z)"g(2), g(z;) # 0. La derivata

logaritmica quindi avra la forma

) n . g)
o) =) g2

dove ¢’ /g é regolare in z;. Pertanto il residuo di L in z; vale n. Analogamente,
in un opportuno intorno di un polo z; di ordine m, f puo essere espressa come
f(z) = (# — z)"™h(2), h(z) # 0. La derivata logaritmica quindi avra la

forma

P m K

fz) (=) h(z)
dove I/ /h & regolare in zj. Pertanto il residuo di L in z;, vale —m. Applicando
il teorema dei residui a I(f,~) si arriva alla tesi. Viene lasciato come esercizio
la dimostrazione che le stesse relazioni sono valide per zeri e poli nel punto
all’infinito.

Corollario 1 (Il teorema fondamentale dell’algebra): Un polinomio
di grado n in C ha esattamente n radici.

Dimostrazione. Si consideri l'indicatore logaritmico di un polinomio
P, di ordine n rispetto una curva 7 che non contenga al suo interno alcuno
zero di P, né l'infinito. L’indicatore vale zero. Siano {z;,i =1,....m < n} le
radici del polinomio. Immaginando di percorrere la curva 7 in verso orario
si ottiene che Y  Res{P'/P}., + Res{P'/P}, = 0, dove >  Res{P'/P},, &
il numero di zeri di P, contati col la loro molteplicita, e Res{P'/P}., = —n
per il teorema precedente, da cui la tesi.
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NOTA IMPORTANTE. Ripetiamo che esistono funzioni che, pur
essendo regolari in z = oo, hanno residuo non nullo all’infinito. Per
esempio la funzione

é regolare in z = oo ma il suo residuo vale —1.

Naturalmente tale funzione ¢ la verifica pit immediata del teorema appe-
na enunciato poiché essa ha residuo +1 nell’origine e —1 all’infinito; conviene
richiamare questo esempio elementare per ricordare infallibilmente qua-
le sia la potenza dello sviluppo di Taylor o Laurent il cui coefficiente da il
residuo all’infinito, e con quale segno.

e Esempio 1. A volte pud essere conveniente usare 'eq. (2.11) per
semplificare il calcolo di integrali in campo complesso. Per esempio
I'integrale

.3
7{ dz con C={z|z| =1}
c

224+ 1
richiederebbe di valutare i 4 residui interni alla curva C', nei punti z;
soluzioni di z* = —1/2. Utilizzando invece il teorema (2.11) si ha
semplicemente

23 23
7{ 1 dz = —=2mi { Res— =T,
c22%+1 222+ 1),

dove si ¢ calcolato il residuo all’infinito dallo sviluppo di Taylor attorno
all’infinito:

23 1 1 1 1
—_— = —=—+0|—=).
224 +1 22 1457 22 25
e Esempio 2. Il teorema 14 permette a volte di calcolare pit facilmente

il residuo di una funzione in una singolarita essenziale. Per esempio il

residuo della funzione
_ sin(w/2)

flz) = 2L

nella singolarita essenziale z = 0 & dato da'®:

{Resf(2)},_o = —({Resf(2)},_,+{Resf(2)}._. ) = — limsin T__1

z—2 z

108i ¢ usato il fatto che f(z) = O (%) per z = oo e quindi Res f(2)|,__ = 0, perché
il coefficiente di % nello sviluppo di Taylor attorno all’infinito é nullo.
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.

Invece il calcolo diretto € pitt complicato:
7r)2k+1

S () ey

{Resf(2)}._o = {Res

i (_1)k 7T2k+1
= - Ol—2k-1,-1 =
| ol+1 ;
ot (2k+1)! 2
s —1)k 2k+1
:—Z¥<z> :—sinz:—l.
(2k + 1)1 \2 2

k=0

2.3 Cenno alle trasformazioni conformi

Consideriamo una generica funzione di variabile complessa f(z) = u(z,y) +iv(z,y), z=
x + iy con u(z,y) e v(z,y) funzioni R? — R di classe C;.
Ponendo dz = dx + idy , dz* = dx — idy,  si pud scrivere:

df = (ul, + iv}) do + (uy, + iv,) dy =

1 . o, A , x
:§(u;+w;)(dz+dz )—i—%(u;—l—w;)(dz—dz ) =

[ 03 4 (0 = )] 5 [0 = 05) 1 1+ 0)] =" =

= (Q,u+10,v)dz 4 (Oyxu + 10,v) dz* = dz0, f + dz* 0.« f,

N | =

dove si é posto:

0, =

o 1 , 1 .
5 5(%—@@,), 0, E—Ei(aw—i—z@y).
Se f ¢ analitica in z, per le condizioni di Cauchy-Riemann u, — v, = 0 = v}, +u, e quindi

O f=0,0.f =L

Quindi se e solo se f ¢ analitica: df = %dz dacuiAf = f(z4+Az)—f(z) =
%Az + O((Az)?).

La cosa importante ¢ che f’(z) non dipende da dz (o Az), in particolare
dalla loro fase; quindi se f’(z) # 0 vale

|df| = Aldz],

dove A = |f'(2)]; quindi nell’intorno del punto z le distanze sono dilatate del
fattore A, indipendentemente dalla direzione dell’incremento dz .
Analogamente

argdf = o+ argdz,
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dove o = arg f'(z). Allora se due incrementi (dz), , (dz), hanno fra loro
I’angolo

¢ = arg (dz), — arg (dz),
lapplicazione f : z — w = f(z) conserva lo stesso angolo fra gli incrementi:
infatti (dw), = f'(2) (dz),, (dw), = f'(2)(dz), implicano

arg (dw), — arg (dw), = [a+ arg (dz),| — [a + arg (dz),| = .

Quindi f(z) realizza una trasformazione conforme diretta'' nel pun-
to z € C se:

e f(z) e regolare in z
o [1(2) 0.

Poco oltre generalizzeremo questa affermazione a un qualsiasi punto del
piano complesso esteso.

In [2] & mostrato che le due condizioni enunciate sono anche condizioni
necessarie perché f(z) sia trasformazione conforme diretta in un intorno di
z.

Esempi di trasformazioni conformi dirette su tutto C.

Esempio 2.3.1. Dilatazione: D : z — f(2) = az con a € C, a # 0;
f'(z) = a.
Esempio 2.3.2. Traslazione: 7 : z+— f(2) =2z+b,Vbe C, f'(z) = 1.

D, T hanno oo come punto fisso e conservano gli angoli anche per z — oco;
infatti arg(az) = arga + arg z; arg(z + b) = arg z + arg (1 + £) — argz per
2z — 00; quindi sono conformi su tutto C.

Esempio 2.3.3. Inversione: 7 : z +— w = % é conforme Vz # 0, perche

f () = % ¢ analitica con f'(z) #0, Vz # 0; inoltre Porigine viene mandata
nel punto all’infinito e viceversa; da argw = — arg z, tenendo conto che il
verso positivo per una curva che circonda l'infinito ¢ quello orario, si deduce
che w = % ¢ conforme anche nell’origine e all’infinito.

D, T, 7 sono casi particolari delle trasformazioni lineari fratte discus-
se alla fine del primo paragrafo di questo capitolo. E immediato verificare
che i loro prodotti le generano tutte. Le trasformazioni lineari fratte sono
quindi automorfismi conformi di C (cioé omeomorfismi di C in se stesso che

' Notare che anche la proiezione stereografica & una trasformazione conforme diretta
(vedi [1]).
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conservano gli angoli); si puo inoltre mostrare facilmente che sono tutti gli
automorfismi conformi diretti (che conservano anche l'orientazione) su C.

DIMOSTRAZIONE: due casi sono possibili.

Caso a): oo & punto fisso della applicazione f : C — C; in tal caso oo
deve essere polo di f(z), semplice perché la trasformazione sia invertibile;
quindi f(z), che deve essere intera perché 'applicazione f deve mandare C
in C senza eccezioni, deve essere un polinomio di I grado, ovvero della forma
f(z) =az+bcona #0.

Caso b): stavolta & un punto al finito ad essere mandato in infinito; in
tal caso il punto all’infinito é regolare per f(z), che & meromorfa in C, con
un polo semplice nella controimmagine dell’infinito; quindi f(z) deve essere
razionale e i polinomi a numeratore e a denominatore devono essere entrambi
di primo grado, con il loro zero semplice controimmagine rispettivamente di
0 e di oco.

q.e.d.

NOTA: Avendo esteso le nostre considerazioni a tutta la sfera di Riemann
C, possiamo dire pit in generale che in 2z, € C Papplicazione f : z — w =
f(2) é conforme diretta, quindi localmente invertibile, quando aut z, ¢
punto regolare di f(z) e f(z) — f(z0) ha uno zero semplice, aut z, é polo
semplice.

E immediato vedere che

*x 22"

cambia segno agli angoli.

In generale, se f(z) é regolare in z ed f'(29) # 0, 'applicazione z — w =
f(z*) é trasformazione conforme inversa in z.

Le trasformazioni

, a,b,c,de C, conad—bc#0

sono quindi tutti gli automorfismi conformi inversi di C.

Se in zy la funzione f(z) & regolare ed f'(z9) = 0, f"(20) # 0 , allora
dw = 1" (2) (d2)*> + O (\dz\g) quindi arg (dw) = cost 4+ 2arg(dz) La tra-
sformazione raddoppia gli angoli in z), quindi in z; é ovviamente non
conforme.
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Esempio: la funzione w = 22 & conforme Vz € C — {0}.

Nell’origine invece raddoppia gli angoli. Infatti se z = pe?, w = z
p*e??. Quindi un intorno bucato dell’origine (anzi, in questo caso particolare,
tutto C — {0}) ¢ mappato da z — w = 2% ancora in un intorno dell’origine
coperto due volte.

2:

Discorso analogo per f(z) regolare in zy con f'(z) = ... = f" ™ D(z) =
0, f™(z) # 0; gli angoli in z, vengono moltiplicati per n, poiché dw =
L0 () (d2)" + O (dz)"*.

Per esempio w = 2* ¢ conforme Vz € C — {0}, ma triplica gli angoli
nell’origine (e all’infinito).

In preparazione a quanto vedremo pitt avanti a proposito delle funzioni
polidrome, osserviamo che 'applicazione

f: z—w=f(2)

¢ localmente invertibile in tutti e soli i punti 2y in cui essa ¢ conforme,
cioé regolare con f/(z) # 0, ma non ¢ detto che lo sia globalmente'?; se,
per esempio, in qualche punto f’(z) si annulla, la funzione non puo essere
globalmente invertibile.

Per esempio 'applicazione

fi 2z w=2?

non ¢ globalmente invertibile, pur essendolo localmente in tutti i punti diversi
dall’origine. La funzione inversa ¢ la radice quadrata:

g: wrz=+w,

che non ¢ ben definita, perché 2? = w < (—2)? = w; si definisce allora la
funzione g(w) = y/w localmente, scegliendo uno dei due valori possibili in
un punto wy # 0; allora esistera un intorno di wy in cui il valore di g(w) é
univocamente determinato; nell’esempio dato, questo intorno non pud perd
comprendere 'origine!?.

L’origine ¢ quindi una singolarita di tipo nuovo della funzione g(w) = /w,
che discuteremo in un paragrafo successivo.

2in analogia a quanto succede nel caso di funzioni di una variabile reale a valori reali,

basti pensare ad una parabola ad asse verticale.
Beioé I'immagine wg del punto zp in cui Iapplicazione originaria f non ¢ localmente
invertibile.
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2.4 Continuazione analitica

Per risolvere problemi come quello accennato alla fine del paragrafo preceden-
te, dobbiamo avere una prescrizione sicura che ci permetta di continuare una
funzione definita localmente ad una regione pitt ampia del piano complesso;
nel caso di funzioni a valori reali di una variabile reale non c¢’é speranza: nota
una funzione in un intervallo non esiste alcun criterio, nemmeno la infinita
derivabilita, per estenderne in modo univoco l'intervallo di definizione. Per
esempio la funzione

f() = TP
é infinitamente derivabile in £ = a e tutte le sue derivate sono nulle; ciono-
stante non ¢ la funzione nulla.

Nel campo complesso invece la richiesta di analiticita della funzione per-
mette una continuazione “analitica”, appunto, quasi unica; sara compito di
questo paragrafo precisare che cosa significa questo quast.

Un ruolo cruciale gioca il Lemma seguente:

Lemma 2.4.1.

IPOTESI

1. 2, € C ¢ punto regolare di f(z)

2. 2y ¢ punto di accumulazione di zeri di f(z).

TESI

3I(zp) tale che f(z) =0, Vz € I(z)
Dimostrazione:

Per ipotesi f(z) é regolare in zy, quindi 37(zp) in cui f(z) & sviluppabile
in serie di Taylor (Vedi figura 2.3).

Mostreremo che l'ipotesi 2 implica che tutti i coefficienti siano nulli.
Supponiamo dapprima zg € C .

o0

I(z0)/ f(2) Zalz—zol Vz € I(2).

=0

Per assurdo supponiamo che esista qualche a; # 0 ; detto a,, il primo fra
questi, si avra a, # 0, g =0 con [ = 0,1,...,n — 11 Allora , Vz € I(2) ,
f(z) = (2 — 20)"g(2) , g(z0) # 0, g(2) regolare in z; . Inoltre (z — 2z9)" #

14

2o 0 € uno zero di ordine n di f(2) o, per n =0, ¢& tale che f(z) #0 .
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Figura 2.3: Se f(z) & regolare in z, allora esiste un intorno in cui &
sviluppabile in serie di Taylor.

0, Vz € C —{z}. Per continuita di g(z) in 2o, 31(20)/g(2) # 0,¥z € I(2)".
Quindi Vz € I(z), f(2) # 0 in contrasto con lipotesi che z, sia punto di
accumulazione di zeri di f(z). Pertanto a; = 0, VI € N e quindi f(z) =
O, Vz € ](Z())

La dimostrazione procede con un ragionamento analogo per z, = o0,
partendo dallo sviluppo di Taylor

che da

f(Z) zﬁsean#(), a’l:07 l:o’]_’”"n_]“
ZTL

q.e.d.

Commento: I(zg) = I5(z9) con 6 = dist(zo,0D), dove D é un aperto in cui f(z) &
regolare.
1
Per esempio f(z) = In(1 — z) + > ;2 %, ¢ regolare, ¢ identicamente nulla, in I5(z)

]
con zp =0, 6 =1, ovvero in D = {z, |z] < 1}.

Commento: Ragionamento analogo a quello usato per dimostrare il Lemma porta ad

escludere che un polo possa essere un punto di accumulazione di zeri ( f(z)= (Zi (ZZU)),L etc.) ,

come d’altra parte é ovvio, visto che in un polo la funzione tende ad infinito.

15Con I(29) si intende un intorno bucato di zq, ovvero: I(z9) = I(20) — {20}
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Quindi'®
funzione ident. nulla in I(z)
AUT
zp punto di acc. di zeri = zp sing. isolata ess., per es. sin %, inzy=0
AUT
2o sing. NON isolata, per es. 3%, in 29 = oo

[NOTA] Non consideriamo il caso in cui 31(zg)/f(z) = 0, ¥z € I(20), ma venga
“artificialmente” scelto

f(z0) # lim f(z) = 0;

Z—r20

assumiamo invece che siano state rimosse tutte le singolarita rimovibili; suppo-
niamo cio¢ che se 3I(2p) in cui f(z) ¢ regolare e Ilim,_,,, f(2), allora

f(z0) = lim f(z2).

Z—20

Il Lemma ¢ al servizio del seguente:

Teorema 2.4.1.

IPOTESI

1. f(2) regolare in un aperto D C C connesso

2. zp € D punto di accumulazione di zeri di f(z)

TESI
f(z)=0,VzeD.

Dimostrazione: Ci limitiamo qui alla dimostrazione pit intuitiva, riprodu-
cendo in piccolo alla fine quella piu elegante, che richiede pero le nozioni di
topologia del Cap.1.

Poiché D ¢ connesso, Vz; € D esiste un cammino continuo tutto interno
a D che lo connette a z; (connessione per archi); si puo quindi arrivare da
Zp a 21 con una successione di cerchietti tutti contenuti in D, ciascuno con il

16Un’ulteriore possibilita, che impareremo a conoscere piil oltre, potrebbe essere un
punto di diramazione, per esempio: sin % in zg = 0.
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Figura 2.4: D, unione di Dy e D5, non € connesso.

=
o =

Figura 2.5: D molteplicemente connesso (“bucato”).

centro contenuto nel cerchietto precedente!”; il lemma precedente ci dice che
in ognuno di questi cerchietti f(z) = 0 e quindi f(z) si annulla anche in z;.

Dimostrazione elegante. Consideriamo D come spazio topologico con topologia indotta
da quella di C ; quindi D ¢é aperto e chiuso. Costruiamo il sottoinsieme Dy C D unione
di tutti gli aperti in cui f(z) = 0, che & aperto perché unione di aperti. Sicuramente

Dy # () per il Lemma e poiché per ipotesi 29 € Dg . Inoltre Dy ¢ anche chiuso, infatti

Vz1 € D che sia punto di accumulazione di Dy ¢ punto di accumulazione di zeri; quindi
per il lemma precedente z; € Dge pertanto [Dg] = Dy. Allora essendo Dy aperto e chiuso

in uno spazio topologico connesso, coincide con il supporto D : Dy = D.
g.e.d.

Commento: 1) Ovviamente il teorema non vale se D non ¢ connesso
(Vedi figura 2.4). Esempio: D = D; U Dy, D1 N Dy = (); si pud avere
f(2) =0, Vz € Dy, e nello stesso tempo f(z) = 1, Vz € Dy; naturalmente
20 € Dl-

D invece puo essere molteplicemente connesso (Vedi figura 2.5).

ITa continuita del cammino ci assicura che I’estremo inferiore dei raggi dei cerchietti &
un minimo e quindi non nullo.



32 Complementi sulle funzioni analitiche

Commento: 2) Il teorema puo essere riformulato con ipotesi uguale a
quella del Lemma, ma con tesi piu forte: f(z) = 0, Vz € D, dove D, ¢
la componente connessa del dominio di analiticita, che contiene zy (e non
solo f(z) = 0 nel disco di convergenza dello sviluppo di Taylor, come nel
Lemma).

Tutto questo interesse per le funzioni identicamente nulle é ovviamente
motivato dal corollario seguente:

Corollario 2.4.1.
IPOTESI

1. fi(2), f2(2) regolari in D C C connesso

2. I ={z/fi(z) = f2(2)} ha punto di accumulazione interno a D

TESI
fi(z) = fa(z), Vz € D.

Dimostrazione: Basta applicare il Teorema per f(z) = fi(z) — fa(2).

q.e.d.

Una prima interessante conseguenza di quanto visto finora ¢ il Principio di riflessione
di Schwarz, ma lo scriviamo in piccolo perché non é necessario per il prosieguo del discorso
verso la continuazione analitica.

Teorema 2.4.2. Principio di riflessione di Schwarz

IPOTESI

1. f(z) regolare in D connesso invariante sotto complessa coniugazione, ovvero Vz €

D, zxeD,;
2. 3 un intervallo E, sottoinsieme dell’asse reale, E C D, per cui f(z) € R,Vz € E.

TESI
f(z)=(f(2)", VzeD

Dimostrazione:

E noto che la funzione fi(z) = (f (2*))* & regolare in D (cid puod essere dimostrato
utilizzando le condizioni di Cauchy-Riemann oppure con uno sviluppo in serie di Taylor;
tale dimostrazione viene lasciata come esercizio per il lettore). Inoltre per lipotesi 2)
fi(z) = (f (x%))" = f(x), Vo € E. Quindi per il corollario 2.4.1 f,(z) = f(z), Vz € D,
percio f (%) = f(2).

g.e.d.
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7

Figura 2.6: Componente connessa D, del dominio D = D; [ Dy contenente
il punto di accumulazione di zeri z.

Una riformulazione equivalente del corollario 2.4.1 é:

Corollario 2.4.2.

[POTESI

1. fi(2z) regolare in Dy, fo(2) regolare in D,

2. I = {z/fi(2) = f2(2)} ha punto di accumulazione z; interno a D =
DN D,

TESI

fi(z) = fa(2), Yz € D¢ dove D¢ ¢ la componente connessa di D che
contiene zo (Vedi figura 2.6).

Siamo ora finalmente pronti a dare la definizione seguente, che é lo scopo
di tutta la trattazione.

Definizione 2.4.1. Sia f(z) definita su un insieme di punti £ C C. Sia
invece fi(z) una funzione regolare in D C C, D connesso; fi(z) si dice
continuazione analitica di f(z) in D, se f1(z) = f(2),Vz€ ENDe END
ha almeno un punto di accumulazione in D (Vedi figura 2.7).

Commento: Non si richiede che f(z) sia regolare in E, quindi E puo
anche non essere aperto, per esempio un segmento dell’asse reale (notare che



34 Complementi sulle funzioni analitiche

fl(Z)
E f{(2)

Figura 2.7: f1(z) continuazione analitica in D di f(z) definita in E.

per esempio (0, 1) o lo stesso R & aperto in R ma non é aperto in C, poiché
i suoi punti non sono interni ad R con la topologia di C).

Anzi, FE potrebbe essere anche soltanto un’infinita numerabile di punti; in tal caso ¢
cruciale distinguere fra il caso in cui il punto di accumulazione di F sia o no interno a D; il
primo caso rientra fra quelli previsti dalla Definizione, il secondo no. Per esempio, se E =
{f,neNy}e f(z) =0,Vz € E, sia fi(z) =0 che fa(z) = sin T coincidono con f(z),Vz €
E; per f1(z) posso scegliere un dominio di regolarita D che comprende l'origine (punto di
accumulazione di E) e quindi essa puo fregiarsi del titolo di continuazione analitica; per
f2(z) devo per forza escludere origine da D, perché ¢ una singolarita essenziale di f5(z),

e quindi essa non ¢ continuazione analitica di f(z).

PROPRIETA FONDAMENTALE: “PRINCIPIO DELLA CONTI-
NUAZIONE ANALITICA”

La continuazione analitica é unica.

Infatti , se fi(2) e fa(z) sono entrambe continuazioni analitiche di f(z)
in D connesso, per il corollario 2.4.1, devono necessariamente coincidere
Vze D.

ESEMPIO ELEMENTARE

Funzioni razionali e trascendenti elementari sono le uniche continuazioni
analitiche in C delle analoghe definite su R.

Per esempio

e = ¢ perz € R (z=x +1y)

estende e” su tutto C, ma non ¢ analitica.
N h . _ 1 . 1. . 1 ﬁ .
otare che, per esempio, f(z) = - continua analiticamente —, definita su

E =R — {0}, su tutto D = C — {0}, che non ¢ semplicemente connesso; ma
cio che conta ¢ solo che D sia connesso.
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2.4.1 Metodo di Weierstrass per la continuazione ana-
litica
Il metodo di Weierstrass procede per sviluppi in serie successivi. Questo

metodo ¢ scomodo ma ha una validita generale. Illustriamolo su un esempio
elementare ( vedi figura [?])

f(z) = Zz", regolare in D = {z € C,|z| < 1}

n=0

Sviluppiamo in serie di Taylor attorno a z; = —1/2 € D; sapendo che Vz € D,

f(z) = £, troviamo subito (verificarlo) '*
o0 2 n+1
fi(z) = Z (g) (z—2z)" (2.12)
n=0

Per il teorema di Taylor sappiamo che fi(z) = f(z), Vz/ |z — x| < %

(1/2 ¢ la distanza di 2y = —3 da 9D ), quindi dentro il cerchio D; =
{z €C, |z—2|< %} Tuttavia con il criterio del rapporto troviamo che
il raggio di convergenza della serie a secondo membro di 2.12 é 3/2. Quindi
f1(z) ¢ definita e regolare in C; = {z € C, |z — 21| < 2}. Poiche fi(z) =
f(z), Yz € C; N D, fi(2) é continuazione analitica di f(z) in tutto C; (Vedi
figura 77).

Si puo poi ripetere il gioco sviluppando attorno a z; == 3/2 € C; e
definendo una continuazione analitica f3(z) definita in un nuovo cerchio Cy

e cosi via indefinitamente coprendo tutto C, punti di singolarita a parte (nel

nostro esempio riproduciamo la funzione - in C — {1}).
—Zz

OSSERVAZIONE IMPORTANTE: Non ¢ detto che una funzione
analitica definita da una serie convergente possa essere continuata analitica-
mente al di fuori del cerchio di convergenza della serie.

Laserie f(z) =14+ 22+ 2t 4+ 28+ 210+ ... =3 22" non pud essere
continuata al di fuori del cerchio | z |< 1 in cui ¢ analitica. Infatti chiara-
mente diverge per z = +1. Si ha inoltre f(z) = 2% + f(2?), quindi anche
le quattro radici di 2?2 = 1 sono singolarita di f. Iterando il procedimento
si ottiene f(z) = Zizl 22" 4+ f(2%"), quindi tutte le soluzioni di 22° = +1,

18Gj osservi che:

1 1 1 1

1—=z2 - (].—Z(])—(Z—Z()) - 1—2’0 1— (Z_ZO)
(1—20)
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Imz

Figura 2.8: Metodo di Weierstrass: sviluppo in cerchi successivi.

k € N, sono punti singolari. L’insieme dei punti singolari ¢ quindi denso
sulla circonferenza | z |= 1 e non ¢’¢ modo di continuare analiticamente f.

Nel paragrafo successivo discuteremo un importante esempio di con-
tinuazione analitica che permette di estendere in modo univoco a tutto C,
singolarita a parte, una funzione originariamente definita da un integrale che
converge solo nel semipiano a destra dell’asse immaginario. Tale procedura
¢ cosi naturale che spesso la si usa senza accorgersene (lo si ¢ fatto per la
Trasformata di Laplace in Metodi Matematici per la Fisica I), ma essa trae la
sua legittimita dal principio di continuazione analitica che abbiamo appena
discusso, altrimenti si potrebbe ottenere solo un’estrapolazione fra le tante.

Ancora piu oltre discuteremo invece il caso pit delicato delle funzioni
polidrome, quando una stessa funzione puo essere continuata in domini di-
versi, con intersezione non connessa, cosicché 'unicita della continuazione
analitica non € piu assicurata.

Vedremo che la richiesta imprescindibile di avere funzioni a un sol valo-
re ci imporra di impedire a domini diversi di sovrapporsi e di conseguenza
introdurra tagli, cioé linee di discontinuita della funzione in esame.
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2.5 Funzioni I' e B di Eulero
Diamo per ora una definizione “provvisoria’ della funzione I :
[(z) = / ettt (2.13)
0

con Rez >0, t* = e*™ Int e R..
La condizione Rez > 0 ¢ necessaria per assicurare la convergenza dell’in-
tegrale in t = 0; infatti:

|tz| — |tReztiImz| — tRez_
per ¢ — 400 non ci sono problemi di convergenza poiché e~* — 0 piu in
fretta di ogni potenza.
Se cerco di derivare sotto il segno ottengo:
ar o
= :/ e 'Int-t* " dt (2.14)
z 0

che ancora converge per Rez > 0; inoltre ¢ facile vedere che Ve, ) > 0
e Vz/e < Rez < Q lintegrando della 2.14 puo essere maggiorato da una
funzione!® F(t)sommabile indipendente da z; quindi, per un teorema sugli
integrali di Lebesgue riportato nell’appendice C di [3], & lecito derivare sotto
il segno. [Notare I’analogia con la Trasformata di Laplace].

Quindi, scegliendo opportunamente ¢ e €, si vede che la I'(z) definita
dalla 2.13 ¢ derivabile, quindi analitica in ogni punto z con Rez > 0, ovvero
nel semipiano a destra della retta Rez = 0 (Vedi figura 2.9). Tenendo

conto che
tZ
tldt =d (—)
z

e integrando per parti si ottiene, per Rez > 0,

I O 1
[(z)=e'—| + —/ e 'tPdt = -T(z + 1),
2y zJo z
OvVVero
I(z+1)=z2I'(2), Rez > 0. (2.15)

19

e~tlnt 571, t<1
F#) = { e~tlnt -t t>1
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Imz

Rez

Figura 2.9: Semipiano per cui € < Rez <) .

Questa ¢ la proprieta piu importante della funzione I', anzi si puo
mostrare che la definisce, a parte una costante moltiplicativa che é fissata da

I'(1) :/ etdt =1 (2.16)
0
Dalla 2.15 e 2.16 segue che Vn € N vale:
I'n+1)=nl'(n)=n(n—1)I'n—-1)=..=n! (2.17)

che giustifica la convenzione un po’ sorprendente: 0! =T'(1) =1 .

La 2.15 puo essere riscritta come

Mz+1
['(z) = ¥ (2.18)
z

I1 secondo membro ¢é regolare Vz/ Rez > —1+¢, Ve > 0, ad esclusione di un
polo semplice nell’origine, visto che I'(z + 1) & regolare e diversa da zero in
z=0.

Quindi, in accordo con la definizione 2.4 di continuazione analitica, il
secondo membro della 2.18 puod essere visto come la continuazione analitica
della I'(z), definita dalla 2.13, all’insieme connesso

D.={2€C, Rez> —1+4¢, z# 0}, Ve > 0.
Il gioco si puo ripetere indefinitamente scrivendo
I'(z+2) I'(z+n+1)

M) = o = " iy T EN (2.19)
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ottenendo cosi una funzione regolare nell’insieme connesso:
D[E.") ={2€C,Rez>-n—-1+4¢,2#0,—-1,-2,...,—n}

con poli semplici in z =0,—1,-2,..., —n.
Considerando 1'unione di tutti gli aperti Dén), la 2.19 puod quindi essere
usata come nuova definizione della I'(z), regolare in tutto C, a meno di

poli semplici in z, = —n, n € N . E chiaro che il punto all’infinito & un
punto di accumulazione di poli, quindi non ¢ una singolarita isolata della
['(z).

ESERCIZIO Dimostrare che

—1)"
ResI'(2)],e—pn = %, Vn € N (2.20)

Diamo ora una definizione “provvisoria” della Beta di Fulero:

1
B(z,u) = / 711 —t)*"'dt; Rez, Reu >0 (2.21)
0
.Con la sostituzione ¢ = sin?f si puo anche scrivere
w/2
B(z,u) = 2/ (cos 0)** ! (sin0)** " do (2.22)
0
mentre ponendo t = 1 — ¢’ si mostra subito
B(z,u) = B(u, 2). (2.23)
Teorema 2.5.1. I (w)
2 (u
B = A 2.24
O (224)

Dimostrazione: Ponendo ¢ = y? conviene riscrivere la 2.13 nella forma

I(z) =2 / eV Py (2.25)
0

da cui . N
['(2)l(u) = 4/ dx/ dye—(x2+y2)l,2z—ly2u—1
0 0
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Ponendo poi z = pcosf, y = psin6, drdy = pdpdf si ottiene
00 ) w/2
['(2)(u) = 4/ pdpe™" ,02(““1)/ df(cos 0)** (sin 0)** ! = T'(24u)B(z, u)
0 0

dove si sono usate le equazioni 2.25 e 2.22. La 2.24 definisce B(z,u) per
continuazione analitica Vz,u € C, salvo z,u =0, —1, -2, ... .

CASO PARTICOLARE

T(:)(1 - z) = Sin”m (2.26)

L’identita segue da

™

1
z—1 —z

F'z)1—2)=I1)B(z,1—2)=1 ‘/0 (1 —t)Fdt = o
(per il calcolo dell’integrale si veda piu avanti, negli esercizi sulle funzioni
polidrome).

Il risultato ¢ stata ottenuto per —1 < Rez < 1, ma il principio della
continuazione analitica ci assicura che 'identita (2.26) vale in tutto il dominio
connesso D = C — Z.

Importante conseguenza:

r (%) r (%) - Siz% =T G) =T (2.27)

(nessuna ambiguita di segno perché dall’equazione 2.13 segue I'(z) > 0, Vz €
R, ).

Notare che usando le identita (2.15) e (2.26) ¢ molto facile calcolare I'(n+
1/2), Vne€Z:

VA=2)"

Vr(2n — !
(2n — DI

D(n+1/2) = Y25 —=,

I'(—n+1/2) = n € N,

dove il semifattoriale (2n — 1)!! ¢ il prodotto dei primi n numeri dispari:

2n—1=1-3-...(2n—1).

Notare anche che il secondo membro dell’equazione 2.26 ha poli semplici
Vz € Z; al primo membro quelli per z = 0,—1,—2, ... sono “colpa” di I'(z),
quelli per z = 1,2, ... sono dovuti a I'(1 — 2).
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Figura 2.10: D, é la componente connessa di D = D; () Dy contenente un
punto di accumulazione di E .

Dalla 2.26 segue che

1 1
—— = —sinmz-['(1 —z2
Iz = ( )
¢ funzione intera. Infatti i poli semplici di I'(1 — 2z) in z = 1,2, ... sono
cancellati da zeri semplici di sin 72; all'infinito == ha invece una singolarita

I'(z)
essenziale, punto di accumulazione di zeri.

Ne segue che I'(z) non si annulla mai Vz € C.

2.6 Funzioni polidrome

Affrontiamo adesso il caso in cui una stessa funzione pud essere continua-
ta in domin: diversi, con intersezione non connessa, cosicché 'unicité della
continuazione analitica non € piu assicurata.

RIFORMULAZIONE DEL PRINCIPIO DELLA CONTINUAZIO-
NE ANALITICA.

Sia f(z) definita su un insieme di punti £ C C e siano fi(z) la conti-
nuazione analitica di f(z) in D; C C (D; connesso) e f5(2) la continuazione
analitica di f(z) in Dy C C (D, connesso); allora fi(z) = fa2(2), ¥z € D¢
dove D¢ é la componente connessa di D = D N Dy che contiene almeno un
punto di accumulazione di £ (Vedi figura 2.10).

E possibile definire una nuova f (z) che sia la continuazione analitica di
f(2) in tutto Dy U Dy 7
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Certamente si, se D N Dy é connesso:

jo- {22

perché per il principio della continuazione analitica fi(z) = fa(2), Vz €
D1 N D2.

Se invece D1 N Dy ¢ disconnesso, allora il principio della continuazione
analitica ci dice solo che fi(2) = f2(2), V2 € (D1 N Dy),, cioé nella com-
ponente connessa che comprende il punto di accumulazione dell’insieme E
in cui ¢ definita f(z); quindi per poter scrivere f(z) come in 2.28, bisogna
verificare a parte che fi(z) = fa(z) anche nella parte disconnessa di Dy N Dy,
e questo a volte é vero, a volte no.

2.6.1 Un primo esempio: la radice quadrata

Un primo esempio ¢ la radice quadrata, cui abbiamo gia accennato alla
fine del paragrafo sulle trasformazioni conformi.

@ @ Im(z) >0 wl

aah

! w'\l Im(z) <0
AN /

- 41
z1

- w5
z2 62 pl \

2 / S0
*p\l T .23 2x62/ ey . w3

v 25 z4 T .‘ wd

AN § T2

w2

Figura 2.11: Il piano complesso della variabile z (sinistra) e quello della
funzione w = 2% (destra); w; = z?. L’immagine del semipiano superiore
0 < 0 < 7 ricopre l'intero piano complesso. Anche I'immagine del semipiano
inferiore 7 < 6 < 2 7 ricopre l'intero piano. Per visualizzare questa situazione
gli oggetti che appartengono a questo secondo piano sono circondati da un
cerchietto tratteggiato.

Il modo pitt semplice di visualizzare la situazione é partire dalla funzione
inversa w = z? pensandola come una trasformazione del piano complesso C in
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se stesso, Fig. 2.11 . L'immagine del semipiano superiore 0 < 6 < 7, incluso
I’asse reale positivo, ricopre I'intero piano complesso. Anche I'immagine del
semipiano inferiore 7 < 0 < 2, incluso 'asse reale negativo, ricopre I'intero
piano. Quindi I'immagine di C sotto la trasformazione w = 2% ¢ formata
da due copie di C che chiamiamo €2, 'immagine del semipiano superiore, e
(Y, 'immagine del semipiano inferiore?’. C’¢ una corrispondenza biunivoca,
tramite la funzione 22, fra i punti del piano della variabile z e I'insieme dei
punti di IT = Q U Q. Per ciascun punto di II possiamo risalire in modo
univoco al punto di cui ¢ immagine. E quindi ovvio come definire I'inverso
della funzione w : C — II,w(z) = 2% questa funzione ¢ la radice quadrata

60 9)
Vo = Ve — VTe se  weE (2.29)

VT et se  welY

Poiche la meta positiva dell’asse reale viene mappato in €2 e la meta negativa
in 2/, entrambi i piani risultano tagliati lungo ’asse reale positivo. Sia in
che in €, per qualunque punto del semipiano inferiore, vicino all’asse reale
positivo, € possibile trovare un intorno completamente contenuto nel semipia-
no stesso. Il punto z = 0, I'unico punto in C per cui le due radici coincidono,
viene mappato nell’origine sia di €2 che di €' che pertanto vengono conside-
rati coincidenti. Sull’asse reale positivo di €2, dove # = 0, la radice quadrata
di un numero reale x coincide con la determinazione positiva dell’ordinaria
radice quadrata in R. Il punto z, = x — 7€, con € reale, positivo e arbitra-
riamente piccolo, che si trova subito al di sotto del taglio, viene mappato in
un punto che si trova subito al di sopra dell’asse reale negativo di C. Nel
limite ¢ — 0 va a coincidere con la determinazione negativa dell’ordinaria
radice quadrata in R. E quindi chiaro che la funzione radice quadrata non
é continua in €. Consideriamo ora il numero reale x sull’asse reale di )’ e
il punto z, = x — ¢, che si trova subito al di sotto del taglio. Il punto x, la
cui anomalia vale zero viene mappato in /z '™, cioé in —/z. Il punto 2,
d’altra parte, avendo anomalia prossima a 27 viene mappato in un punto che
si trova subito al di sotto dell’asse reale positivo di C che nel limite e — 0
va a coincidere con la determinazione positiva dell’ordinaria radice quadrata
in R. Quindi la funzione radice quadrata non é continua in €. Notiamo
pero che, a parita di ascissa, il valore della funzione sul bordo superiore di {2
coincide con il valore sul bordo inferiore di ' e che il valore della funzione
sul bordo inferiore di 0 coincide con il valore sul bordo superiore di €. Si
pud quindi costruire la funzione radice quadrata in modo che sia continua
su I saldando il bordo superiore di € con il bordo inferiore di €2 e il bordo

20In realta sarebbe possibile e completamente equivalente dividere C lungo una
qualunque retta passante per 'origine.
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inferiore di £ con il bordo superiore di . La superficie che si ottiene con
questa procedura si chiama la superficie di Riemann della radice quadrata,
i piani Q e ' ne costituiscono i fogli ( per essere piu precisi due “possibili”
fogli).

La superficie di Riemann della radice puod essere ottenuta anche con un
procedimento di continuazione analitica alla Weierstrass, partendo dallo svi-
luppo in serie della funzione f = z'/? nel punto regolare z = 1, assumendo
la determinazione f(1) = 12! (vedi figura 2.12 ).

Si ha:
(=D 2n -3z - 1) & Nz — 1)
=1 (2.
?) * ; n!2n HZ:O (1-— 2n n')24” (230)

Questo sviluppo ¢é valido in B(1) = {z € C,|z — 1| < 1}, dove abbiamo
definito B(e) = | <1}

Moltiplicare un qualunque numero complesso z per e equivale a ruotare
z di un angolo # in verso antiorario. Moltiplicando per e la relazione
z—(2Y2)2 = 0, valida in B(1), si ottiene ¢z — (%/221/2)2 = () che ci fornisce
lo sviluppo in serie della funzione f in B(e), ovviamente con f(e) = /2.
Quindi, in B(e) vale:

!ﬂzze@ﬁ:emu(1+§§(—D“*@n—3ww”ﬂﬂd%—fww> 231

nl2n

n=1

che si puo anche ottenere facilmente sviluppando direttamente in serie la
funzione. E importante notare che la variabile z pud variare solo nell’intorno
B(1), mentre 2’ = ¢*2 varia in B(e®).

Questa procedura permette di continuare analiticamente la funzione f da
B(1) al cerchio di raggio 2 centrato centrato nell’origine. Per convincersene
¢ sufficiente valutare i valori assunti dalla serie Eq.(2.30) e dalla serie in
Eq.(2.31) per punto generico z = €. Nel primo caso si ottiene:

00 .
(—1)™ 12— B — )
— § — ie/2
fi=1+ Ton =e"'". (2.32)
21Si potrebbe partire assumendo la determinazione f(1) = —1. La serie di partenza

sarebbe diversa ma il procedimento sarebbe il medesimo.
Notare che lo sviluppo dela radice quadrata é un caso particolare di:

k=0
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Nel secondo:

0o ;

, —1)"t1(2n — ) (ele=0) — 1)» o i o ,

f2 — 619/2 <1+§ ( ) ( - )2n< ) — 619/2'61((1/2 0/2) _ eza/Z.
n=1

(2.33)
Quindi sul tratto di circonferenza tratteggiata in figura 2.12 appartenente
allintersezione di B(1) e B(e”/2) i due sviluppi in serie coincidono e, di
conseguenza, le due funzioni analitiche sono una la continuazione analitica
dell’altra.

Figura 2.12: Continuzione analitica alla Weierstrass della radice quadrata

Utilizzando questo metodo, la funzione di variabile reale a valori reali:
Vo >0, Vo e R,

puo essere prolungata nel campo complesso fino al semiasse reale negativo
aut passando sopra l'origine, e allora si trova

D)7 = ()

aut passando sotto l'origine, e allora si trova

1) = (e

=
ol

=€

_im

= e 2:—2.‘

M=
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Il semiasse reale negativo rappresenta una linea di discontnuita sul foglio di
Riemann cosi ottenuto. Applicando lo stesso procedimento a partire dalla
determinazione f(1) = —1 si ottiene un secondo foglio di Riemann, anch’es-
so con una linea di discontnuita sul semiasse reale negativo. Quando pero
saldiamo i due fogli otteniamo la stessa superficie di Riemann ottenuta
considerando il mapping w = 2% 1 fogli di Riemann si ottengono tagliando
la superficie di Riemann lungo due linee opportune che partono da zero e
arrivano all’infinito. Per ciascun punto z sulla prima linea che viene mappa-
to nella determinazione f; di 1/z, la seconda passa per il punto 2’ che viene
mappato nella determinazione — f;, in modo da preservare 'univocita della
funzione f su ciascun foglio. Diverse scelte dei tagli producono diversi fogli
di Riemann. In ogni caso saldando per continuita i due fogli si ottiene sempre
la stessa superficie.

Potremmo addirittura scegliere come taglio una qualsiasi curva di Jordan
dall’origine all’infinito, non necessariamente una semiretta; quel che conta
¢ che dobbiamo impedire alla continuazione analitica di fare un giro com-
pleto attorno all’origine (in questo caso ci6 equivale anche girare attorno
all'infinito); quindi il taglio deve sempre terminare in questi due punti spe-
ciali, 'origine e 'infinito in questo caso. I punti da cui deve necessariamente
partire un taglio si chiamano punti di diramazione.

Renderemo pit formali e generali le definizioni di taglio e di punto di
diramazione dopo aver esaminato in dettaglio un altro esempio.

(NOTA INTIMIDATORIA del docente: in qualsiasi scritto segnerd come
errore grave espressioni del tipo (—1)'/2 o simili, salvo che sia specificato in
modo univoco il loro significato).

2.6.2 Un secondo esempio: il logaritmo

Stavolta intendiamo continuare analiticamente la funzione di variabile reale
a valori reali:
Inx e R, VzeR,. (2.34)

Studiamo il mapping generato dall’esponenziale, la funzione inversa del
logaritmo, E immediato rendersi conto che 'immagine di una qualunque stri-
scia parallela all’asse reale di altezza 27, o < Im(z) < a + 27 del mapping
w = €* ricopre l'intero piano complesso C, si veda la figura 2.13. Pertan-
to I'immagine del piano complesso per azione della funzione esponenziale é
una collezione infinita di copie di C, tagliati lungo la semiretta uscente
dall’origine ad angolo «. La superficie di Riemann del logaritmo & quindi
composta da un numero infinito di fogli.

Allo stesso risultato si puo arrivare studiando le radici dell’equazione
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\01
/

i

Figura 2.13: Il piano complesso della variabile z (sinistra) e quello della va-
riabile w = e* (destra). Le circonferenze C'i sono le immagini dei segmenti xi.
L’immagine della striscia —m < I'm(z) < 7 ricopre 'intero piano complesso.
Lo stesso vale per qualunque striscia orizzontale di altezza 2 .

e’ =z2,2€C—-{0}, w incognita

Posto
z=pe¥ p=lz] >0, ¢p=argz € Iy,

dove Iy, = qualsiasi intervallo semiaperto di ampiezza 27, posso scrivere
2z =" InpeR.
Quindi le possibili radici sono

w=Inp+ip+2min,necZ

poiché e? " = 1.
Non ci sono altre radici; infatti e =z = e~ =1 e le soluzioni di % = 1
sono z = 2min, n € Z. Infatti posto z = x + 4y con =,y € R

e =1 ¢e"cosy+ie’siny=1%&
o a) e*cosy=1
b) e*siny=0&siny=0<y=mn,neZ (e #0,VreR).

Gli n dispari vanno scartati perché contraddicono a) (infatti cos(2m + 1)m =
—1,e*>0,VzeR)equindia) ==x=0,y=2mm,neZ.
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Imz

0] Rez

Figura 2.14: Dominio Dy .

Quindi e = z ha infinite soluzioni Vz # 0%2:
w=1Inl|z| +iargz+2min, In|z| e R, n € Z

e non posso definire In z come la soluzione di e* = z.

Definisco In z come continuazione analitica della funzione di variabile reale
a valori reali 2.34 scegliendo una particolare soluzione.

Per esempio

3
(Inz); =1In|z| +iarg z, —g <argz < g

¢ continuazione analitica di Inz, x € Ry nel dominio: D; = C—{z =iy,y >
0} (Vedi figura 2.14) con taglio sull’asse immaginario positivo dove (In z), ¢
discontinua (Ricoridamo che la continuazione analitica ha supporto in un
aperto).

Un’altra possibile scelta (con discontinuita, ovvero taglio, sull’asse imma-
ginario negativo) ¢

3
Inz),, =In|z| +1argz, —z<ar z<—7T
( II g 2 g 2

22y = 0 ¢ il punto lacunare (cioé I'unico non raggiunto in un intorno di una singolarita

essenziale) di e® relativo alla singolarita essenziale w = oo; Vz € C — {0}, 'insieme dei
punti w,, per cui e¥» = z ha l'infinito come punto di accumulazione.
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b Imz

Figura 2.15: Rappresentazione di D. e D’ .

Anche (Inz),; é continuazione analitica di Inz, € R, nel dominio D;; =
C —{z =iy,y < 0} con taglio sull’asse immaginario negativo (Vedi figura
2.15) .

Domanda: La proprietda fondamentale (principio della continuazione
analitica) mi dice che (Inz), = (Inz),,7?
Si! Ma solo per la parte connessa di D; N Dyy che contiene R, . Infatti
(Vedi figura 2.15)
DIHD[[:C—{ZIiy, yER}:Dc—i—DI

Do ={z€C, Rez >0}, D ={z€C,Rez <0}
doveR+ CDCeDCﬂD’:(Z)
(Inz); =(Inz);; =In|z| +iargz, —g<argz<g,Vz€Dc

(Inz); =In|z|+iargz, - <argz < —%
(Inz),; =Inlz| +iargz, I <argz < I

= (Inz),; = (Inz), + 2mi, Vz € D'

}VZED’

Dobbiamo quindi prendere atto che la funzione analitica globale In z
ammette determinazioni diverse; il modo piu generale per descriverla ¢ di
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scegliere un taglio una volta per tutte, per esempio 1’asse reale negativo per
non far torto a nessuno, e di definire tutte le determinazioni:

fn(2) =In|z|+iargz+2min, —m < argz < T, Vn € Z (2.35)
Vze D =C—{0}.

Ogni f,(2) é discontinua sull’asse reale negativo:
5 B o) = i _ » i
ei}(%»fn( | = | +ie) ei}&fn( | x| —i€e) + 2mi;
Ripetiamo che la linea di discontinuita si chiama taglio ed i suoi estremi
(nella fattispecie 0 e co) punti di diramazione.
Vale pero una sorta di continuita generalizzata nel senso che

lim fo (=@ | 400 = lim (= o] =i (230)

quindi il valore della determinazione f,(z) sopra il taglio coincide con quello
della determinazione f,1(2) sotto il taglio; se, arrivando da sopra, proce-
do con continuita attraverso il taglio, passo dalla determinazione f, alla
determinazione f, 1.

Se si saldano tra loro i domini D di ogni determinazione come suggerito
dalla equazione 2.36 si ottiene la superficie di Riemann del logaritmo,
parametrizzabile come

R={(p,¢), p>0,p R},

che riproduce infinite volte D (cio¢ il piano complesso tagliato) e su cui la
funzione analitica globale In z diventa una funzione a un sol valore

In: (p,p) = Inp+ip.
[ piani complessi tagliati D si ottengono tagliando R lungo I’asse R_ (di qui

il nome taglio) e vengono chiamati fogli della superficie di Riemann.

Tutto il discorso si pué naturalmente ripetere mettendo il taglio da un’al-
tra parte, per esempio scegliendo R, ; stavolta avré le determinazioni:
gn(z) =In|z| +iargz 4+ 2min, 0 <argz < 2.

Ricucendo tutti i fogli riottengo la stessa identica superficie di Riemann di
prima. Notare che i g,(z) e gli f,(z) descrivono sempre la stessa funzione
logaritmo, ma su supporti diversi. Vale infatti

gn(2) = fu(2), O<argz<m

gn('z) = fn+l(z)> T <argz < 27.
Ci sono infinite altre possibilita: il taglio puo essere qualsiasi linea (di Jor-
dan) che colleghi i due punti di diramazione, che sono invece fissi in zero
e infinito.
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Figura 2.16: La linea di discontinuita puo essere scelta dove ci fa pitt comodo
(per esempio se voglio f(z) regolare in z posso spostare il taglio come in II).

2.6.3 Definizione generale di punto di diramazione

La lezione generale che possiamo trarre dagli esempi visti finora ci permette
di enunciare la seguente

Definizione: Il punto 2y € C ¢ punto di diramazione di f(z) se
non esiste 1(zg) tale che f(z) sia regolare in I(z), ma esiste I(z) tale che
Vz € I(2) si puo trovare una determinazione di f(z) regolare in z (Vedi
figura 2.16).

L’apparente paradosso si risolve notando che non esiste cioé¢ una singola
determinazione di f(z) regolare in tutto I(z) e che per evitare che determi-
nazioni diverse portino ad ambiguita si deve sempre stabilire un taglio, cio¢
una linea di discontinuita che parte da z, e che arriva sulla frontiera di (z);
naturalmente, se ci spingiamo fuori dell'intorno I(z), il taglio dovra finire
da qualche parte, in generale su un altro punto di diramazione?.

E importante notare che, per definizione, un punto di diramazione
2 € C ¢ una singolarita non isolata, infatti da esso parte sempre una
linea di discontinuita; quindi non ha senso parlare di sviluppi di Taylor o
di Laurent nell’intorno di un punto di diramazione, né tantomeno di residuo.

OSSERVAZIONE 1: Il modo pratico per accertare se zp € C & un
punto di diramazione di una funzione f(z) é il seguente: partire da un punto
z1 in un intorno abbastanza piccolo di zp, in cui non ci siano altre singolarita,
e prolungare analiticamente f(z) facendo un giro attorno a zj e verificare
se f(z) torna o no allo stesso valore in 2.

235alvo casi patologici di funzioni definite solo su una porzione del campo complesso; in
tal caso un taglio potra anche finire sul bordo del dominio di definizione.



52 Complementi sulle funzioni analitiche

(0]

II
I

Figura 2.17: Diversi percorsi corrispondono a diverse variazioni di ¢ e @9 .

Tornando all’esempio del logaritmo occorre inoltre osservare che 0 e co
non sono per nulla dei punti speciali; dobbiamo infatti ricordare che con una
trasformazione lineare fratta possiamo sempre mandare 0 — a e oo — b. Se
per esempio consideriamo

z—a

z—b

questa ha punti di diramazione in a e b, cio¢ nei punti in cui il suo argomento
si annulla o va a infinito; f(z) ¢ invece regolare in z =0 e z = 0.

f(z) =In

Invece
g(z)=In[(z—a)(z—=0)] =In(z —a) + In(z — b)

ha punti di diramazione in a,b ed oc.
CHECK (usando l'osservazione 1)

z—a
f(z)zln(z_b) =In

con In | Z_b‘ eER, vy =arg(z —a), g2 = arg(z — b);

Z—a

z—0b

‘+i(s01—902),

mentre

9(z) =In[(z = a)(z = )] = In[(z = a)(z = b)[ + i (1 + ¢a) -
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Girando attorno al punto all’infinito lungo I (Vedi figura 2.17) sia ¢ che
@y aumentano di 27, Ap; = Ap, = 27?4; girando invece attorno al punto
b lungo I1 , Ap; = 0, Aps = 27, mentre girando attorno al punto a lungo
IIT |, Apy =21, Apy = 0.

Quindi ritornando in z, dopo aver fatto un giro lungo I, cioé attorno
all’infinito, f(z) torna al suo valore; invece g(z) cresce di 47i; naturalmente
sia f(z) che g(z) cambiano di valore dopo un giro lungo 17 o lungo I11.

2.6.4 Prescrizione pratica per trattare funzioni polidro-
me

Se f(z) ¢ una funzione sospetta di polidromia ¢ anzitutto necessario darle
un senso univoco, senza il quale non é degna di essere chiamata funzione; a
questo scopo si deve fissare il foglio di Riemann su cui si lavora.

Conviene procedere effettuando i passi seguenti, nell’ordine suggerito:

e Passo 1

Individuare i punti di diramazione con la procedura descritta nell’Os-
servazione 1 del paragrafo precedente.

e Passo 2

Unire i punti di diramazione con tagli; ci sono infinite scelte possibili,
si faccia la pit conveniente per il problema che si sta studiando; si
eviti per esempio di passare sopra punti di particolare interesse, come
possibili singolarita isolate.

Nel caso in cui si debba calcolare un integrale lungo un cammino
che unisca due punti di diramazione, come si vedra in un paragrafo
seguente, si fissi il taglio proprio lungo il cammino di integrazione.

e Passo 3

In un punto 2, opportuno scegliere per la funzione uno fra i valori
0

possibili; questo si ottiene fissando in zq i valori degli angoli che entrano

sempre in gioco, che a priori sono definiti mod 2.

Per una funzione che sia la continuazione analitica di una funzione
reale di variabile reale, definita in un certo intervallo, conviene fissare
gli angoli proprio su quell’intervallo (o sopra di esso, se si ¢ scelto come
taglio) in modo che Ii f(z) sia reale.

2N sta per incremento.
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e Passo 4

In tal modo si é fissato il foglio di Riemann su cui si lavora e la
funzione é univocamente determinata in tutti i punti, che devono essere
raggiunti muovendosi con continuita a partire da zy senza che z attraversi
i tagli.

e Passo 5

Se invece si permette che z attraversi un taglio, continuando anali-
ticamente f(z) oltre di esso, si passa ad un altro foglio, o, se si
preferisce, ad un’altra determinazione della funzione analitica globale;
i tagli funzionano come lo specchio di Alice, solo che al di 1a non c’é
il paese delle meraviglie, ma solo un’altra determinazione della stessa
funzione.

Attraversando ripetutamente i tagli in tutti i modi possibili si esplorano
tutti i fogli della Superficie di Riemann associati alla funzione analitica
globale f(z).

ATTENZIONE: questo ultimo passo € inutile qualora si voglia discutere
soltanto una ben precisa determinazione della funzione f(z).

Esempio 2.6.1.

dove
©=@1— 2, 1 =arg(z—a), py=arg(z —b)
eda,beR, a<b.

1. Prima scelta: taglio sul segmento a, b.

Fisso gli angoli dove f(zg) ¢ reale, per esempio per zy = = > b; allora
f(z) € R per z > b implica ¢ = 0 per zg = x > b (Vedi figura 2.18).

In 29 = & > b scelgo quindi ¢; = ¢y = 0; potrei anche sceglierli
entrambi uguali a 27, ma dovrei proprio essere masochista.

Questa scelta fissa il valore di tutti gli altri angoli; per esempio:
z=x+iccona<x<bpere— 0+, ;1 -0, oo =7
== -7

(Vedi figura 2.19)
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Zg
Figura 2.18: Taglio sul segmento ab.
VA
¢2
¢y X+ € /\
o 2 b Zg

Figura 2.19: Taglio sul segmento ab; valore degli angoli sopra il taglio.

[ z

Figura 2.20: Taglio sul segmento ab; valore degli angoli sotto il taglio.
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Figura 2.21: Taglio sul segmento ab; valore degli angoli sotto il taglio con un
altro cammino.

z

¢
K"l [

° a b

Figura 2.22: Taglio con semirette uscenti da a e b.

z=x—tecona<x<bpere— 0+, o1 =0, oy = —7
= Q=47

(Vedi figura 2.20)

e Altro cammino (Vedi figura 2.21): ¢; — 2w, 9o = ™ = @ —
+m = stesso risultato che nel caso precedente.

2. Un’altra possibile scelta del taglio ¢ quella con due semirette uscenti
da a,b, = <a, x>0b Fisso f(z) € R (¢1 = ¢2 = 0) con 2z =
xr+1e, e = 04, z > 0.

Deduco quindi:
a<xr<b z=z4+1,e—=>04+, 0 >0, po—>7
= Q= —T
(Vedi figura 2.22)
r>b,z2=x—1ic,¢ =0+, 1 =0, po = 27
= o — 27
(Vedi figura 2.23)



2.6 Funzioni polidrome 57

& e

Figura 2.23: Valore degli angoli sotto il taglio.

2.6.5 Polidromie di tipo potenza

Definizione 2.6.1. Va € C,Vz e C— {0}

Za — ealnz

Per a generico, si ha la stessa superficie di Riemann del In z; i punti di
diramazione sono 0 e oc.

CASI PARTICOLARI

Pera=ne€Z,
P 6nlnz — en(lnz+27ri)
¢ funzione monodroma; z = 0 ¢ punto regolare per n > 0 mentre per n < 0 &
polo di ordine |n|; il discorso ¢ analogo per z = 0o, che ¢ punto regolare per
n < 0 e polo per n > 0..
Per o =%, ¢ €N, p €Z con p e g primi fra loro
p p

2 Plnjz| iPargz
24 = ed e'q

é periodica di periodo 27q in arg z; z = 0 e 2 = oo sono punti di diramazione
“di ordine (¢ — 1)".

DEFINIZIONE

Un punto di diramazione si dice di ordine n se la funzione ritorna al suo
valore dopo (n+1) giri attorno ad esso, ovvero se la corrispondente superficie
di Riemann ha (n + 1) fogli (Vedi figura 2.24) .

. x . . .
In particolare: \/z = y/|z|e2*8* cambia segno facendo variare con conti-

nuita arg z di 27. Si hanno dunque 2 fogli in cui v/z ha segno opposto.
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2nq

4r

27n

Figura 2.24: Superficie di Riemann per 24 con q fogli (la linea ¢ = 27q viene
identificata con la linea p = 0) .

Invece Inz e 2% con o # § hanno polidromia di ordine infinito attorno
all’origine (e all’infinito) perché continuando a girare non si ritorna mai al
valore precedente?.

ESERCIZIO 1 Considerare le seguenti funzioni e studiarne la polidromia:

fR)=V(z=a)(z=0), a#Fb

Si ottiene che a, b sono punti di diramazione di ordine 1; oo € invece un polo
semplice.

ESERCIZIO 2

Wl

fR)=[(z=a)z=0)(z-c)]*, aZbFcFa

Si ottiene che a, b, ¢ sono punti di diramazione di ordine 2; co é invece un
polo semplice.

25Non ci sono altri valori di a (oltre ai razionali) per cui 2 sia periodica in arg z; infatti
a€R, a ¢ Q=AncN/an € Z; se poi Ima # 0, [2] = eflealnlzl = g=Imaargz non puo
essere periodico in arg z.
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Figura 2.25: Taglio su R, ; punti di polidromia in 0 ed co. Cerchio grande
Cg di raggio R; cerchio piccolo C. di raggio €.

2.6.6 Calcolo di un integrale notevole.

1
B(a,1—a) :/ dt -t '(1—¢t)° (2.37)
0
con 0 < Re o < 1, perche l'esistenza richiede Re(a—1) > —1 ¢ Re(—a) > —1.
Il calcolo diventa piu semplice con il cambio di variabili w = ﬁ, che
manda all’co il punto di diramazione in 1.
Poiché 0 < t < 1 implica ﬁ > 0, l'intervallo d’integrazione viene man-
dato sul semiasse reale positivo; inoltre ¢t = = = dt = mdw e quindi
I'integrale diventa:

QUa_l

1+w’

B((x,l—a):/ dw
0

dove le condizioni prima determinate per o sono (ovviamente) anche quelle
che danno senso a questo integrale.

Considero ora (Vedi figura 2.25):

(2.38)

za—l

=), 16 =10

il cui integrando ha punti di diramazione in 0 e co e polo semplice in —1.
Taglio su R, e scelgo 0 < argz < 27, cosicché argz = 0 per z = x + 1€,
x>0, — 0+.
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Per il teorema dei residui

I =2miRes f(2)],__, = 2mi (™) = —2mie'™; (2.39)

ma vale anche, a meno di termini O(g?):

R

[:/ORd:cf(:c—l—z'e)—i-/CRdzf(z)—i-/od:cf(:c—ie)— Csf(z)dz;

grazie alla disuguaglianza di Darboux gli integrali fCR e [, vanno a zero
per R — oo, ¢ — 0 sotto le stesse condizioni per cui esiste I'integrale di
partenza.

Quindi

I= [ da (o) = f-@) = (1= ) Blas1 - )

dove

fol@) = lm f(z+ic),

si € inoltre usato:

Usando la 2.39 si ottiene percio:

—971i b ge" —%
B(O{, 1— a) e 1 ™

- 1 — e2mia - e—ima _ pima - sin To

Il risultato € stato ottenuto per 0 < Rea < 1 ma puod essere esteso per
continuazione analitica Voo € C, « ¢ Z; un’utile verifica é che per a € R e
0 < a < 1 sono positivi sia B(a, 1 — «), data dall’integrale 2.38, che —=*

sinTa”

ALTRO MODO DI CALCOLARE I’'INTEGRALE

Si pu6 calcolare 'integrale 2.37 anche senza il cambio di variabili in w,

considerando
1= ¢ sy,
r

lungo il cammino I' di figura 2.26).
L’integrando &

fle) =2 1=z =2

(=)
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Figura 2.26: f(z) ha punti di diramazione in 0 ed 1 ma non ha singolarita
all’esterno di I'.

che ha punti di diramazione in 0 e 1 ed
¢ regolare all’infinito, anzi ivi ha uno zero del I ordine; quindi f(z) non
ha singolarita all’esterno di I' (Vedi figura 2.26) e si pu6 scrivere? :

I =2miRes f(2)|,_, =
= 2mi (— le zf(z)) = 2mi (— li_>m <1 i z)“) =

= —2mi lim <' : ei(“"l_m)a)
2—00 1—2z

Perz=x41,0<2z<1,ec— 0, scegliamo ¢; = ¢ =0 con p; = argz e
oy = arg(l — 2).

NOTA PRATICA IMPORTANTE: Mentre z — a é rappresentato da un
vettore da a verso z, e quindi arg(z — a) dall’angolo (rispetto alla direzione
del semiasse reale positivo) con cui a vede z, il vettore a — z va invece da z
verso a e quindi arg(a — z) é 'angolo con cui z vede a.

Mandando z all’infinito lungo il semiasse reale positivo si ha quindi:
z=x— 400, 1 =0, @y=—m;

quindi ¢ — o = 7.
Lo stesso risultato si raggiungerebbe mandando z all’infinito lungo il
semiasse reale negativo:

z2=x = —00, @ =7, E=0,

26i] segno pit ¢ dovuto al fatto che I & percorsa in verso orario; il calcolo del Residuo
all’infinito con il limite & possibile perché é uno zero del I ordine.
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oppure lungo il semiasse immaginario positivo:

. ™ ™
Z — +100, 90125, 9022—57

e cosl via; quindi, qualunque sia il modo in cui z — 00?7 :

lim
Z—> 00

' 2

lim (p; — o) = 7.

Z—00

Quindi

[ = —2mie"™ .

D’altra parte, al I ordine in e:

7{ F(2)dz = /0 fleist+ | fes+ /1 ft—ievdt+ | f(2)d:

CO,E

per ¢ — 0 gli integrali j;ls e §0€ vanno a zero per la Disuguaglianza di
Darboux, come nel caso precedente; quindi

Fac= [ i [ 1w

Inoltre, analogamente al caso precedente:

fot) = f(t),  f-(t) = f(t)e™™,

(come si vede girano attorno a zero in senso antiorario: Ag; = 27, Ay = 0;
o attorno a 1 in senso orario: Ap; =0 ; Agpy = —27) e quindi vale anche:

I=(1-¢") B(a,1-aq)

da cui
—2me’™® —2m T

B(a’ L= O[) - 1 — 61’271'04 - e—ima _ pira sin 7'[‘01.

27P’indifferenza del risultato rispetto alla direzione con cui si va a infinito conferma che
esso non ¢ un punto di diramazione.
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z0

Figura 2.27: Se f(z) é regolare in D, non semplicemente connesso, l'integrale
puo dipendere dal cammino.

2.6.7 Funzioni con polidromia logaritmica costruite co-
me primitive

Un altro modo per costruire una classe di funzioni polidrome con polidromia
di tipo logaritmico consiste nel considerare

F(z) = /Z f(zhYd, a,z€ D

con f(z)regolare in D connesso

Se D é semplicemente connesso allora F(z) é regolare in D (infatti F'(z)
dipende solo dagli estremi; inoltre IF'(2) = f(z)).

Ma se il dominio D di regolarita di f(z) non é semplicemente connesso
(Vedi figura 2.27), puo succedere

z

M) = | f()d # Fa(z)= | [f(<)d
a1 a2
se
MY 0inD
Un esempio paradigmatico ¢ f(z) = 1: il dominio di analiticita di * ¢
C — {0}, non semplicemente connesso; lo diventa se faccio un taglio da 0
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all’oo (pensare alla sfera di Riemann) e la primitiva, In z , diventa definita
univocamente; se invece non faccio alcun taglio e pongo per esempio a = —1,
z =1, con v, e v, che aggirano 'origine rispettivamente di sotto e di sopra,
717, " fa un giro attorno all’origine e F(1) — Fy(1) = 2mi. In generale se z; &
singolarita isolata di f(z), e non ci sono altre singolarita all’interno di v,7;
allora

Fi(z) — Fy(2) = 2miRes f(2)],, -

Quindi: singolarita isolata di f(z) con Res # 0 = punto di diramazione
logaritmico della primitiva F(z). Questo é ovvio se si considera la serie di
Laurent attorno a zy:

a a_
f(Z):+(Z 22)2+Z_120+a0+a1(2—20)+
— <0

1
F(z) = Z {n+1an (z—20)""| + a1 In (2 — 2) + cost.
n# —1

n e 7z

Notare che F'(z) soddisfa I'equazione differenziale F"(z) — f(z) = 0 con f(2)
nota. Pitl in generale, per ogni equazione differenziale nel campo complesso®®:

u" 4+ p(2)u’ + q(z)u =0

sappiamo che u(z) é regolare dove lo sono p(z) e ¢(z); ne segue, ricordando
la definizione di punto di diramazione nel paragrafo 2.6.3, che le singolarita
isolate di p(z) e ¢(z) sono punti di diramazione di u(z) (salvo possibili ec-
cezioni in cui una soluzione particolare puo ivi essere regolare o avere una

singolarita isolata).
1 * dw
f(z) =—exp (/ —)
z 1y W

fornisce un esempio notevole. f(z) ¢ analitica in tutto il piano complesso ad
esclusione dell’origine e del punto all’infinito. Si verifica facilmente che la
derivata di f & zero ¥z, quindi la funzione ¢ costante. In particolare f(1) =1
e quindi f(z) =1 Vz da cui segue

“ d
exp (/ _w) =z Vz.
1,y w

28Gcriviamo un’equazione del secondo ordine, ma il discorso ¢ facilmente generalizzabile
agli ordini piu alti.

La funzione
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. z < . . . . N
1 conseguenza zZ) = — € la Tunzione inversa dell esponenziale, cioe
D 2o g f dell le,

il logaritmo, in tutto il piano complesso. La polidromia del logaritmo puo
quindi essere interpretata come conseguenza della polidromia della funzione
g, il cui valore nel punto z dipende soltanto dal numero di avvolgimenti
attorno all’origine della curva v con estremi in 1 e z su cui viene calcolato
I'integrale. Ogni avvolgimento aggiunge o toglie 27i a g(z), a seconda del
verso di percorrenza.
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Capitolo 3

Sviluppi asintotici e metodo del
punto a sella

3.1 Successioni e sviluppi asintotici

Richiamo sui simboli di ordine asintotico (di Landau) (si veda [1]).

Siano f(z), ¢(z) analitiche in D C C , zy € [D]; non € necessario 29 € D,
il caso interessante & proprio quando zg ¢ D ed é punto di accumulazione di
D | cioé zy € 0D. Spesso zy = 00.

S1 : Supponiamo inoltre per semplicita che z; non sia un punto di
accumulazione di zeri di ¢(z).

Definizione 3.1.1. (“O grande”) f = O(p), z — 2y, 2€ D, zy € [D], se
3I5(zo) tale che ’%‘ ¢ limitato in I5(zp) N D, cio¢ se A > 0, Ils(zp) /
If ()| < Ale(2)] , V2 € DN s(z)

Commento: La seconda parte della definizione & pitt generale ed ha
senso anche se non vale S1

Figura 3.1: zp ¢ D ma ¢ punto di accumulazione di D.

69
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Definizione 3.1.2. (“o piccolo”) f =o(y), perz — 2y, 29 € [D] se

lim fz):O
2z P(2)
zeD

(Piu in generale, anche senza S1 : Ve > 0, 3l5(z0) / |f(2)] < €|p(2)] ,
Vze DNls(z) )

Attenzione: il simbolo = é usato impropriamente, non vale la proprieta
transitiva (f = O(¢), g = O(p) non implica affatto f = g); i simboli = O e
= o0 sono un tutt’uno e vanno piuttosto intesi come relazioni d’ordine: = O
¢ come <, =0 ¢ come <; ovviamente f = o(p) = f = O(p).

E sottinteso che f = g+ O(y) sta per f —g = O(y) ed analogamente per

Definizione 3.1.3. La successione ¢q (2) 01 (2) ... , regolari in D é suc-
cessione asintotica per z — 2g, 20 € [D], z € D se v,(2) = o(pn-1(2)) ,
z2—zy,z€Dpern=1,2,..

Esempio: Sono comunemente usate :

on(2) = (2 — 20)"g(2), z—20€C (3.1)
on(z) = Zing(z), Z — 00 (3.2)

Definizione 3.1.4. Si dice che f(z) regolare in D ha lo sviluppo in serie
asintotica :

f(z) ~ Z arpr(2) (3.3)
Z—r 2y 1=0
zeD

se {¢; } & una successione asintotica per z — zg, 20 € [D], z € D e il resto
asintotico

Ro(2) = f(2) = )_ap(2) (3-4)

¢ o dell’'ultimo termine della sommatoria : R, (2) = o(¢n(2)) , 2 = 20,2 € D
, Vn=20,1,2... . In altre parole si puo dire che la 3.3 é equivalente a

f(z)= Zalapl(z)—f—o(g&n(z)), Vn=0,1,2,... . (3.5)

=0
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Quasi sempre si usano come successioni asintotiche le (3.1) e le (3.2); ci
si puo sempre ricondurre a g(z) = 1 dividendo f(z) per g(z).

Attenzione: ~ non € un simbolo di equivalenza vera; cosi come = O e = o
, anche ~ Y va considerato come un simbolo unico, indivisibile; infatti non
¢ affatto detto che Y ,°, aipi(z) abbia senso di per sé, cioé che rappresenti
una serie convergente.

3.2 Esempio importante: la trasformata di La-
place

Sia f(z) infinitamente derivabile in R, ' ed ammetta trasformata di Laplace

F(s)=Ls(f) = /000 e f(r)dr, VRes> (3.6)

con « ascissa di convergenza.
Applicando ripetutamente

Ls(f") = sLs(f) — f(0) (3.7)
si ottiene
1) (n—1) (n)
Py =19 12(0) ro+d 711(0) + ES("; ) vaeN  (38)
s S s s
(vedi 5.52 di [1])
Dimostriamo che
()
F(s)wzfsllf?) ,per s — 00, Res > a > ag (3.9)

=0

Ci serve come premessa dimostrare che Vg che ammette trasformata di
Laplace, L4(g) ¢ limitata nella regione Res > o > «ap (dove oy ¢ 'ascissa di
convergenza).

Dim. | [;* e_sxg(x)d:d =1/ e_(s_o‘)xe_o‘xg(x)dﬂ < [ |e_(5_0‘)x‘ e~ |g(x)| dx;

‘e_(s_a)x’ < 1 per Res > «
= |L] < [;7 e " |g(x)| dx che converge per Va > ag e non dipende da s.

Vedremo piti avanti che basta che f(z) € Cs in un intorno destro dell’origine.
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Dalla equazione (3.8) per n = 1 segue quindi che Vg € C} nell’origine ( a
destra) che ammetta trasformata di Laplace, vale
1
L(g) = O(). (3.10)

Quindi il resto ennesimo della (3.9)

e (n)
Rn(s):F(s)_Zf Sl(O):.cs(SJ; )

=1

. 1 1
¢ 0f5m) =2 ()

e cio dimostra che la (3.9) & proprio una serie asintotica.

(3.11)

Esempio
fla)= 0
YTy T
flz) =Y (=1)ma" |zl <1 = f(0) = (=1)"n!
n=0
percio

o eTsT = (=D
F(s):/O H_—xda:rv; o ,§ —>00,Res >€>0 (3.12)

La serie ha raggio di convergenza nullo: é una serie divergente ! Sono
proprio queste le serie asintotiche interessanti?. Valutiamo il resto :

L, f(n)

Ry = VD
— i = —sx (_1)nn|
N s" Jo (14 z)n+t

B (—=1)"n! /°° eV dy
- st Jo (Lty/s)™ s

2Di solito quando si parla di serie asintotica si sottintende che sia divergente, altrimenti
si parla di serie convergente tout court, che & un concetto molto piu forte.
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poi continuiamo analiticamente a Res > 0. Tenendo conto che per y > 0
e Res > 0 vale |s +y| > |s| , si ha

n!
|n+1

[Rn(s)] < (3.13)

|s

Esercizio 1 Trovare lo sviluppo asintotico per ¢ — +o0o della funzione
Erf(t) = \/%7 [° e */2dx, con la sostituzione y = z — ¢ si ottiene una
trasformata di Laplace e si pué quindi usare lo sviluppo 3.9.

3.3 Proprieta delle serie asintotiche

P1) Se la serie asintotica ¢ divergente, non bisogna calcolare troppi ter-
mini! E meglio essere pigri che troppo zelanti. Infatti a n fisso (nell’ipotesi
naturale che ¢, (z) — 0 per z — 25, per n = 1,2,...) R, — 0 per z — z
(20 = oo nell’esempio precedente) e quindi 'approssimazione migliora per
z — zp. Invece , fissato z, I'approssimazione migliora con il crescere di n
fino a un certo ng e poi, se la serie non converge, comincia a peggiorare
sempre pitt drammaticamente . Quindi a z fisso esiste un ng optimum che
minimizza l’errore e che puo essere valutato se si riesce a dare una qualche
maggiorazione del resto R,, . Nell’esempio precedente si vede subito che R,,(s)
maggiorato dalla (3.13) tende a zero per s — oo , qualunque sia n, ma a s
fisso la sua maggiorazione tende a oo per n — oo , qualunque sia s.
(Ricordare la formula di Stirling

n! ~V2rne "n"

da cui si ricava anche, derivando la (3.13) rispetto a n, che 'optimum si ha per
no ~ |s| e Ryy(s =ngp) ~ %Ono)

Le considerazioni precedenti spiegano perché non si scrive quasi mai 1’in-
tera serie asintotica 3.3, ma ci si limita ai pri;ni termini: f(z) ~ >, api(z),
intendendo con questo che vale f(2) = Y L wmpi(2) + 0 (om(2)), Vm =
0,1,2,...,n.

P2) Data f(z), il suo sviluppo asintotico rispetto a una successione {¢;(z)},
se esiste, ¢ unico.
Dimostriamo scegliendo per semplicita zg = 0o e ¢;(z) = ﬁ . Allora

f(z) ~ E _a; 2 — 00,2 €D (3.14)
z
1=0

implica per la definizione di sviluppo in serie asintotica:
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e per n=0: f(2) —ap = o(1) ovvero

ap= lim  f(z); (3.15)
Z = 00
zeD

e pern=1: f(z) —ap— % =o(1/2) , quindi

ap = lim  z(f(2) — ap) (3.16)
Z = 00
ze€D

e cosi via; cosl si determinano in modo univoco tutti gli ¢; . E facile mostra-
re che il ragionamento é analogo anche per ogni altra scelta di successione
asintotica.

P3) Uno sviluppo asintotico non individua una funzione in modo unico.
Esempio: si verifica subito usando le (3.15), (3.16) e analoghe che

0 O
e ~04+ -+ = +.. z — 00 (3.17)
z

2
& larg(z)| <7/2—10,6 >0
Infatti in D = {z € C,|arg(z)| < § — 0, 0 > 0}

ap=lime *=0
Z—00

a; = lim z (e_z — ao) = lim ze ™ * =0
Z—00 Z—00

= lim Zle =0Vl e N

Z—00

Quindi se

a
f(2) N;;,z—ﬂm,zeD
anche g(z) = f(z) 4+ bz"e*, ¥n, ha lo stesso sviluppo asintotico.

In fisica quasi tutti i problemi non sono risolubili esattamente (a partire
da quello dei tre corpi) e le grandezze interessanti si valutano spesso mediante
serie asintotiche, dette sviluppi perturbativi; termini esponenzialmente decre-
scenti, del tipo di quelli appena discussi, non contribuiscono allo sviluppo
perturbativo e vengono detti contributi non perturbativi; essi possono tutta-
via essere molto importanti, specie se ci si allontana da zy, ma vanno calcolati
con altri metodi percheé invisibili nello sviluppo perturbativo.
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Ims

)/

Re s

Figura 3.2: Il dominio D = {s € C; |arg(s)| < 7/2—46, § > 0}.

La proprieta P3 mostra un’altra cruciale differenza delle serie
asintotiche da quelle convergenti: per queste la serie determina
in modo unico la funzione in un intorno di z;,, che a sua volta
pud essere estesa a (quasi) tutto C (punti singolari esclusi) per
continuazione analitica; invece una serie asintotica (divergente per
z — 2p) non ci da alcuna informazione per z lontano da z,.

3.4 Valutazione asintotica di integrali nel cam-
po reale con il metodo di Laplace.

Esempio elementare
D ={seC; |arg(s)| <m/2—49, 0 > 0} (vedi figura 3.2)

“ 1 1 0 0
/ e’sxd:c:—(l—e’s“) ~ = (1+—+—2+...> ;
0 s s s

S

s — 00
seD
dove si ¢ usata la (3.17).
Quindi
/ e dx ~ / e dx, Va>0 (3.18)
0 0

per s — oo ed s € D rispetto alla successione asintotica {s™™; n =0,1,..}
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Analogamente si puo dimostrare che vale

/ e x"dr = (—1)"d—/ e dr =
0 ds™ Jo

n! 0 0 <
~ <1+§+?+...)~/0 e adx (3.19)

Pit in generale si dimostra facilmente il teorema seguente:

Teorema 3.4.1. Per ogni g(z) che ammetta trasformata di Laplace e per
ogni a > 0 vale

/ e g(x)dr =0 (e™*"), s—o00, s€D. (3.20)
Infatti, ponendo y =  — a si ha:

/ e *g(w)dr = e / e ¥gla+y)dy ,
a 0

dalla quale, ricordando che ogni trasformata di Laplace ¢ limitata nella re-
gione Res > a > o (vedi la “premessa” dopo I'equazione 3.9), segue subito
la 3.20.

Dalla 3.20 segue quindi che lo sviluppo asintotico della trasformata di
Laplace

F(s) = / e g(2)da (3.21)
0
coincide con quello di

I,(s) = /Oa e g(x)dx (3.22)

per Ya > 0; quindi é completamente determinato dal comportamento di g(x)
n—+v

per z — 0+: se per z — 0+ si puo scrivere g(x) = Z:;O:O gn" ™", Rev >
—1, go # 0 allora

L(s) ~ F(s) ~ ignnysytfi D _ gorifj D, (1 +0 (é)) . (3.23)

dove per v € N si ¢ usata la 3.19 e per v non intero la piu generale

v+l ’

a o F 1
/ e a¥dxr ~ / e r¥dr = L +1) Va >0, Rev>-1 (3.24)
0 0
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Esercizio L’identita

1 e}
= = —1)"z" <1
o) = g = 2 e

ela (3.23) danno la (3.12) per la trasformata di Laplace di . La > (—1)"2"
converge solo per |z| < 1; lo sviluppo asintotico (3.12) si ottiene integrando
termine a termine come se convergesse su tutto R, tanto conta solo il com-
portamento di g(x) per x — 0+ ; il prezzo che si paga é che la serie asintotica
(3.12) ¢ divergente.

DIGRESSIONE: RISOMMAZIONE DI BOREL DI SERIE DI-
VERGENTI.
Riscriviamo la 3.23 cona=occ e v =0 :

> = n!
F(s) —/ e g(2)dr ~ Y ga—y, s 00, s €D (Fig. 3.2) (3.25)
0 n=0

gl
con .
g(x) = Zgnx” . (3.26)
n=0
Ponendo s~! = z, a, = nlg, si pud anche scrivere?:
é/oo e~ g(x)dr ~ ianz" per z — 0, z € D. (3.27)
B n=0

Se lo sviluppo in serie di g(z) ha raggio di convergenza infinito la serie
asintotica ¢ anche convergente e la 3.27 ¢ una vera uguaglianza.
Nel caso in cui la serie Y 7 a,z" diverga ma la serie
n=0 """ g

e}

a
Z — 1" = g(x) (3.28)
n!
n=0
abbia raggio di convergenza non nullo si assume la 3.27, letta da destra verso
sinistra, come definizione di somma di Borel di una serie divergente; ponendo

L =t si ottiene quindi
4

Z ap2" = /Ooo e tg(tz)dt = f(2) , (3.29)

n=0 B

3Notare che D va in se stesso sotto inversione.
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con g(z) definito dalla continuazione analitica per t € R, della 3.28. La
somma alla Borel permette quindi di risalire da una serie divergente ad una
delle funzioni che la ammettono come sviluppo asintotico.

Esempio 3.4.1. Si consideri la serie divergente

o0

D (n—1)l" (3.30)

n=1

che ha evidentemente raggio di convergenza nullo. Dalla 3.28 segue

(n—-1) , &K=z
g(z) = <n—')x =) =—log(l-u) (3.31)
che ha raggio di convergenza 1. Si puo quindi usare la 3.29 per definire

F(2) = — /0 e log(1 — t2)d (3.32)

Notare pero che la 3.32 ¢ ambigua perche l'integrando, inteso come funzione
di t a z fisso, ha un punto di diramazione in t = % (ed un altro in t = 00) e
quindi l'integrando per t > ﬁ dipende dal foglio che si sceglie.

Tuttavia saltando da un foglio all’altro il logaritmo varia di 27, quin-

di la differenza Af fra due determinazioni di f(z) definito dalla 3.32 ¢é

proporzionale a
> 1
/ eldt=e"% |
1
z

dove si é scelto per semplicita z € R (e quindi z > 0 poiché deve stare in D).
La proprieta P3 (con z — 1) ci dice che

et~ 0+02+02+...,220, 26D

e quindi l'ambiguita nella definizione di f(z) & proprio cio che ci si deve
aspettare, poiché non contribuisce allo sviluppo asintotico 3.30.

Teorema 3.4.2. Sviluppo asintotico di

I(s) = /Oa e 1@ g(2)da (3.33)

con a > 0 (anche a = +00 )
IPOTESI :
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o fla)=2 o fut", fn€R Vxe(0,a]; f1=/"(0)<
e = ( ¢ massimo assoluto di f(z) in [0, a]?

e 36 >0 percui g(z) = " g2"™ , conz € (0,) e Rev > —1.

TESI :

esfo  ra/lfil esfo T(v+1) ( (1))
1(s) = dy e G(s,y) ~ 1+0( -
=Tl et ~ e :

(3.34)
per s » 00, s € D ={seC; |arg(s)] <7m/2 -0, >0}, dove

Gls,y) = (|f|)exp[ an(m) ] — a0 (2) (14 00) (14 5042)

Traccia della dimostrazione:

I(s):/ esfoe_5|f1|$8(s,$)g(x)d:)s
0

dove
S(s,z) = esXn=2 2" — 1 4 gf,a2 43 f

ed y = |fi| = . Usando poi I'equazione (3.24) si giunge alla tesi.

I termini successivi dello siluppo asintotico si possono calcolare applicando
I'equazione (3.24) ai termini derivanti dallo sviluppo in serie di potenze di
S(s,x)g(x); malgrado S(s, z) contenga la variabile s, questa compare sempre
nella forma sz™ (n > 2) e quindi, per la (3.24), cio non cambia il termine
dominante.

Ovvie generalizzazioni del teorema precedente:

Corollario 3.4.1.

b IO (v +1) 1
— [ @ ~ & g0 -
I(s) /a e Wg(z)dx ST [ f @) (1+O (s) +> :

se la sostituzione y = x — a porta alle ipotesi del teorema , con f’'(a) < 0,

4A rigore bisogna richiedere un po di piil, cioé che non ci siano altri massimi interni a
(0, a) il cui estremo superiore sia f(0); ovvero: Ve > 0 deve 3A < f(0) / f(z) < A, Vz €
[e, al.
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Figura 3.3: Generalizzazione del teorema 3.4.2 con f'(a) < 0.

g(z) =307 gulz — @)t ete.

Corollario 3.4.2.

I(s) = /ab eI @ g(z)dx ~ iyfff 12;7(;3)2910 (1 +0 (%) + )

se y = b—ux porta alle ipotesi del teorema, con f'(b) > 0, g(x) = > >~ gn(b—
x)"t ete.

Corollario 3.4.3.
Se f(x) ha massimo assoluto all'interno di (a,b) con cuspide in z, allora
fab = faxo + f;o e si applicano i due corollari precedenti ai due integrali.

3.5 Sviluppi asintotici di integrali mediante gli
integrali gaussiani.

Per discutere il caso ancora pitt importante:

I(t) = /b @ g(z)dx (3.35)



3.5 Sviluppi asintotici di integrali mediante gli integrali gaussiafl

Figura 3.4: Generalizzazione del teorema 3.4.2 con f’(b) > 0.

Figura 3.5: Generalizzazione del teorema 3.4.2 con cuspide in zq € (a, b).
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dove f(x) ha massimo assoluto® in zy € (a,b) con f'(xo) = 0, f"(x) < 0,
sempre nel limite t — oo, t € D = {t € C; |arg(t)| < 7/2—0, 6 > 0}, & utile
ricordare i seguenti integrali gaussiani:

too 2 ™ oo 2
Io(t) = / e = [T L(h) = / e akdy, keN  (3.36)

—0o0 [e.9]

nd" 2n+ 1)1 /7
Iopi1 =0, Iy(t) =(-1) %[o(t) = on nti)a

dove si ¢ usato il simbolo di semifattoriale (2n+1)!! = (2n+1)(2n—1)---3-
1.
Esattamente come per l'equazione 3.20 si dimostra subito che per ogni
. . . . . +o0 —tl'2
g(z) per cui, per t maggiori di un qualche a, esista [ e " g(x)dx, e per

ogni 6 > 0, vale
/ e~ g(z)der = O <e*52t> ,
5

-5
/ e g(z)dz = O (675%) , pert—oo,teD .
Ne segue che gli integrali |, 520 et 2y o f_fol e~ 227 dz sono esponenzial-
mente depressi rispetto a Iy, (t), e quindi:

s
2 0 0
/ ot 20 g Lo, (t) <1 + n + 2 + ) . V01,00 > 0. (3.37)
—5
Per valutare 'integrale (3.35) scrivo quindi
- 1
f@) =) falz =), fr=0, fo=5f"(x0) <0 (3.38)
n=0
e con il cambio di variabile y = x — xy ottengo
1) = e [ RS yglao + yydy,  ©T 0 <0 (3.39)
=e aimoe »Y)g\Xo T Y)ay, b—ZL'0>0 .

con
S(t,y) = e TR = 14 tfy 4.

Con l'ulteriore cambio di variabile ¥’ = /| f2]y , (supponendo anche g(z) =
go + O(z — x) ) grazie alle (3.36) e (3.37) ottengo:

/ab Wy (z)dw ~ i\;o)g(m) % (1 +0 G)) (3.40)

5Per la precisione la richiesta ¢ analoga a quella della nota precedente.
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per t — oo in D.
Per ricordare a memoria la formula (v/27 a parte) uso un ragionamento

dimensionale: f”z?t =adimensionale = L = |x|; il primo membro ha
f \/W (7] P

le dimensioni [g(z)][z] quindi il secondo deve avere un fattore \g/(% . Se,

nell’intorno di zg, g(x) & sviluppabile in serie di Taylor i termini successivi

dello sviluppo asintotico si calcolano usando le (3.37) e (3.39).
2 02

Esempio: f(z) = —%, f(0) = 0, f"(0) = —1. 7§ e_%g(a:)da: ~

\/27”9(0) per t — 4o00. Confrontare con lim;_, o 1/ %6_7 = §(x) nel senso
delle distribuzioni (vedi [1]).

3.6 Sviluppo asintotico del fattoriale (la formu-
la di Stirling)

Studiamo lo sviluppo asintotico di I'(t) per ¢ — +o0, o pill in generale per
t—o0,teD

I(t) = / ety — / W) dy = T8 (3.41)
0 0
con - -
0 Y 0 Y
per effettuare la sostituzione con y = 7 si ¢ supposto ¢ > 0, salvo poi

continuare analiticamente V¢ € D. L’integrale I(t) ha la forma (3.35) con :

1
fly)=ly—y, gy = ;

dove f'(y) =

L W) =0, f"@)ly=1 = 1.
Dalla (3.40)

etf(xo) o e |27
10~ = 90N ) ~ € V7

Quindi dalla 3.41 segue:

2
(t) ~ %Ttte_t = Vortt V2%t t— 40

da cui
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f(y)
! y
Figura 3.6: f(y) =Iny —vy .
n! = nl(n) ~ v2re "n" /2 (3.42)

(approssimazione di Stirling), che da un’ottima approssimazione anche per
valori piuttosto piccoli di n.%

Esercizio Dimostrare la formula incontrata nel corso di Laboratorio 1

INEE= N1 1
lim(2) =

e T(3) Vi V2

3.7 Metodo del punto a sella

Estensione del metodo di Laplace per la valutazione asintotica di integrali al
campo complesso.

I(t) = /b e g(2)dz (3.43)

v

6Per esercizio lo studente calcoli con Mathematica 1’errore relativo dell’approssimazione
di Stirling (equazione 3.42) di n! per valori fino a 10.
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Figura 3.7: Metodo del punto a sella: a,b, 2y, interni a D semplicemente
connesso.

f(2), g(z) regolari in D semplicemente connesso ; a, b, v interni a D, t €
Ry, t—+o00.

~ puo essere deformato ad arbitrio, senza modificare gli estremi, restando
dentro D (vedi figura 3.7). Se possibile facciamo passare v da un opportuno
zp € D tale che:

o ['(20)=0

e 2 sia massimo assoluto di Ref(z) su 7 in modo che 2, sia massimo
assoluto di |e!/(?)].

In un intorno 1(zy) di zy vale:

f/l(zo)

5 (z—20)* + O((z — 20)?) (3.44)

f(z) = f(z0) +

Ponendo” :

1 ' " .

TAttenzione: p non ¢ il modulo di (z — 29); voglio che quando z attraversa 2
muovendosi lungo v Pangolo ¢ non cambi, quindi p deve cambiare segno (vedi figura
3.8)
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0/ ) "

Figura 3.8: Metodo del punto a sella: z — 2.

sl puo scrivere
f(2) = f(z0) = Ap?e*29) 1 O(p?) (3.46)

da cui
Ref(z) — Ref(z9) = Ap*cos(a + 2¢) + O(p?)

Imf(z) — Imf(z) = Ap*sin(a 4 2¢) + O(p*) (3.47)

Le equazioni (3.47) sono molto importanti di per sé perché mostrano
direttamente che né la parte reale u(z,y) = Ref né la parte immaginaria
v(z,y) = Imf di una funzione analitica f(z) possono avere massimi o minimi
all’interno del dominio di analiticita; infatti le (3.47) mostrano che nell’in-
torno di un punto 2y in cui si annulli f'(z) (e quindi u}, u;, v}, v;) si ha, sia
per u(z,y) che per v(z,y), un punto a sella (ovvero colle): zy & massimo di
Ref(z) per z che si muove su v nella direzione ¢, Y per cui cos(a+2¢) < 0;
¢ invece minimo per cos(a + 2¢) > 0 (si veda a tal proposito il teorema 2
dell’appendice B di [1]) e analogamente per Imf(z). Poiche |e/()| = e/Re/(2)
scegliamo la direzione di 7 , cioé ’angolo ¢, in modo da avere massima pen-
denza per Ref(z) , quindi cos(a + 2¢) = —1 quindi @ + 2¢p = 7mod2m,
ovvero

T«
=55 (modm) (3.48)
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Figura 3.9: Punto a sella.

e in corrispondenza Imf(z), cioé la fase di e//3) | stazionaria (cioé costante,
a meno di O(p?®) ), poiché sin(a + 2¢p) = sint = 0.

Questa scelta ci garantisce che non solo il contributo dell’intorno di zj sia
il pit grande possibile, ma anche che la fase rimanga costante, altrimenti per
le formule di Riemann (si veda il primo capitolo di [1]) nel limite t — +o0
i contributi si cancellerebbero . Per quanto visto nelle sezioni 3.4 e 3.5, in
particolare eq.3.37, lo sviluppo asintotico dell’integrale 3.43 ¢ determinato
solo da un intorno arbitrariamente piccolo del punto zy . Conviene quindi
passare alla variabile di integrazione p dentro alla 3.45 con ¢ costante, con

Z—Z = ¢ ; quindi
o 4,2 1 ; m
I(t) ~ / dpeetd (0 =427 g (1) (1 +0 (;)) ~ ePe!l0)g(z) At
-5
(3.49)
per t — +o0o, dove A = )@‘ , 0 =5 — 5 (mod(r)) . L’ambiguita di

segno (il modr nella definizione di ¢ ) si risolve scegliendo il cammino da
a a b passante da zy in modo che 2 sia massimo assoluto per Ref(z) su ~;
il punto di partenza e quello di arrivo individuano in modo unico il verso
di attraversamento di un colle, in modo che questo sia il punto piu alto. I
termini successivi dello sviluppo asintotico si possono calcolare usando (3.37)
e sviluppando f(z) e g(z) in serie di potenze:

9(2) = 9(20) + D> gnlz — 20)" = g(20) + > gup"e™ = g(z0) + §(p)

n=1

f(z) = f(z0) + %f”(zo)(z 20+ Y falz —z)" =

= f(20) = Ap” + D fap"e™ = f(20) — Ap® + f(p)
n=3
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fn s gn € C; quindi
-~ l
; < (tf(p)
e g(z) = et [ 143 <l—') (9(20) +3(p))
=1 ’

e usando poi le equazioni (3.36), (3.37).

Notare che per ottenere lo sviluppo (3.49) & cruciale che t — +o00 esat-
tamente lungo l'asse reale positivo; non basta t — oo, |argt| < § — ¢ perche
una fase a moltiplicare le (3.46) cambierebbe sostanzialmente le (3.47). Se
si vuole studiare ’andamento asintotico di (3.43) per ¢ — oo nella direzione
0, basta scrivere t = t'e?. far tendere ¢ — 400 e ripetere il ragionamento
precedente con f(z) rimpiazzato da e? f(z).

3.7.1 Metodo della fase stazionaria.

Questo metodo pud essere considerato come un corollario del metodo del
punto a sella. Consideriamo l'integrale

b
I(t) = / D g(r)dr | a,bER, (3.50)

dove
o h:(a,b) >R
e f(z) =ih(2) e g(2) sono analitiche in D semplicemente connesso
e (a,b)eD
e dxy € (a,b) tale per cui h'(z) = 0, h"(zo) # 0.

Possiamo allora applicare il metodo del punto a sella. Cerchero allora una
curva v da a a b passante per x, tale che

Ref(z) <Ref(zo) =0,
OvVVvero
Imh(z) >0, Vzenr,

ad esclusione ovviamente dei punti zg, a, b in cui Ref(z) si annulla.
Si possono allora distinguere due casi :

{ (I) h'(xg) >0 =a=argf’'(z)=7
(I) A"(z9) <0 = a=argf’(z)=—

us
2
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(b)

Figura 3.10: Metodo della fase stazionaria, due casi possibili.

e quindi essendo ¢ = 2 — & risulta per (I) ¢ = % e per (II) ¢ = 2% (modr) =
—7 (vedi figura 3.10). Si ottiene allora
I(t) ~ eith@o)etig Q—Wg(xo) t — +o0 (3.51)
tR" (o) |7

dove et corrisponde a h"(zy) > 0 (caso I) ed %% a h”(zy) < 0 (caso II).
In realta Ref(z) = 0 anche in z = a, b ma questi punti non contribuiscono
al termine dominante dello sviluppo asintotico se h'(a) # 0, h'(b) # 0; il loro
contributo ¢ al piu O (%) come si vede integrando per parti (si confronti con
le formule di Riemann nel paragrafo 4.1 di [1]).
Se invece h'(a) = 0, questo non & che un caso particolare del caso in
cui i punti xg che soddisfano l'ipotesi siano piu di uno; allora tutti questi

contributi sono sullo stesso piano (sono tutti O (\/iz) ) e vanno sommati fra
loro.

Esempio Si considerino le funzioni di Bessel di prima specie (cilindriche,
con n intero)®

1 L .
J(t) / gitsinde=ind g (3.52)

"o

—Tr

®Le J,(t) non vanno confuse con le j, (t) = \/Z;J, ;1 ().
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Figura 3.11: Metodo della fase stazionaria.

dove
h(0) =sinf = K'(6) =cosd

e quindi la derivata prima si annulla in ¢, = —F ed in 6, = 5. In questi
punti la derivata seconda

h"(6) = —sinf

vale h”(01) = 1 ed h"(02) = —1. Ricordando poi che sin(z+iy) = i cos z sinh y+
sin x cosh y, quindi Im sin(x +1iy) = cos x sinh y, si vede che Imh(z) > 0 lungo
7 dove I'uguaglianza vale solo per z = £7, &7 (vedi figura 3.11).
Inoltre h'(£7m) = —1 # 0, quindi contribuiscono all’andamento asintotico
di J,(t) solo i punti ¢; = —F e 6, = T; usando la 3.51 si ha allora
1 /27
2V 1

™

1 i pitsing,—ind ‘9:w }

2

1 —i(t—nﬂ—ﬂ) i(t—n£—£>)
== e 2 4) +4e 271
V2t (

= \/%cos (t - ng - %) . (3.53)

In conclusione si ottiene ’andamento asintotico

() ~ ]2 (t T W) t— +
n ~ — COS - N— — — er o0
= 2 1) P

NOTA: lo sviluppo asintotico vale anche per J,(t) con v € C, ma non si pud

Jn(t) ~ {e'i%eitsineef'm@‘9:7z +

2

ottenere in questo modo perché non vale la 3.52 per v € Z .
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