Dinamica II
[Lavoro di una forza costante

Se il punto di applicazione di una forza subisce uno spostamento ed esiste una
componente della forza che sia parallela allo spostamento, la forza compie un

lavoro.
Per semplicita consideriamo il caso particolare di una forza costante che produca

moto 1n una dimensione.

S1 definisce 1l lavoro compiuto da tale
forza come il prodotto della componente
della forza lungo la direzione del moto
per lo spostamento.

In altr1 termini 1l lavoro ¢ dato dal
prodotto scalare della forza per lo
spostamento.

L =F Ax = Fcosa Ax = F ¢ Ax

Unita di misura S.1. 2 joule J)
1J=1Nm=1Kk
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[Lavoro di una forza costante

m [l lavoro ¢ una grandezza scalare.
m Assume valori positivi se la forza favorisce il moto (angolo o acuto).

m Assume valori negativi se la forza ostacola il moto (angolo o ottuso).

L =0 Lavoro motore

L < 0 Lavoro resistente

Il lavoro ¢ nullo se:

O F = 0: non agiscono forze;

0 Ax = 0: la forza non genera moto;

0 F ¢ perpendicolare allo spostamento Ax: coso = ¢0s90° = 0.
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Interpretazione grafica

Il lavoro compiuto da wuna forza
costante si interpreta graficamente
come l’area sotto il grafico di F,
(componente della forza nella direzione
del moto x) in funzione di x. Questa
interpretazione geometrica puo essere
estesa al caso di forze non costanti.

Il lavoro compiuto da una forza non
costante ¢ uguale all’area della figura
delimitata dall’asse x, dalla curva che
rappresenta I’andamento della forza e
dalle parallele all’asse delle ordinate
condotte per gli estremi dello
spostamento.

F
FX ..........
L=F, Ax
X X
AR_EA
LAVORO
|
X X
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Energia cinetica

Cos’¢ I’energia? La capacita di compiere un lavoro.

B L’energia cinetica ¢ una forma
di energia legata al movimento.

Consideriamo un corpo di
massa m che si muova, In un
certo istante, con velocita di
modulo v.

m Definiamo energia cinetica E_
del corpo, 1l semiprodotto della
sua massa per il quadrato della
sua velocita:

E. =" mv?
m° m
S.1. kg—ZZkg—szNmZJ
S S
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Teorema dell’energia cinetica

Il lavoro totale compiuto dalla forza risultante che agisce su un
corpo e uguale alla variazione dell’energia cinetica del corpo

L = F AXx =ma Ax

/PN

definizione di IT principio della
lavoro dinamica

Per una forza costante 1’accelerazione ¢ costante e si puo mettere in relazione la
distanza percorsa con la velocita iniziale e quella finale:

V. =V, +2aXAX—>aXAX:;(V2 )

finale iniziale finale iniziale

1 2 2
L — A m(Vﬁnale o Viniziale ) — Ec,ﬁnale o Ec,iniziale — AEC ‘ L = AEC

Il teorema dell’energia cinetica ha validita generale ed ¢ applicabile anche nel
caso di una forza risultante non costante ¢ non conservativa
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Esempio

Quanta strada fa un corpo di massa 10 Kg lanciato su un piano
con velocita v, =10 m/s che ha cofficente di attrito dinamico 0,2 ?

1 2 2
L — Em(vﬁnale o Viniziale ) — Ec,ﬁnale o Ec,iniziale — AEC
1 —
LZEm(Vf%male _Vizniziale) L _ “dNA'x
1, 1 _ Ax = Liv? - L2
— Wy NAX =—mv’ ——mv, H MZAX = o VT Y
2 2
1 , 50
-0,2:-10:98-Ax=——10-10"=> Ax=——=25m
2 0,2:9,8
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Energia potenziale gravitazionale

L’energia potenziale gravitazionale E  di un corpo di massa m a

una certa quota h ¢ data da:

S1 noti che il valore di Ep

misura h, che ¢ arbitrario; quindi ci0 che importa ¢ solo la
variazione dell’energia potenziale.

A.Romero

L’energia potenziale ¢ I’energia posseduta da un
corpo in virtt della sua posizione. Un masso
poggiato in cima ad una roccia ha energia potenziale
gravitazionale. Se gli si da una spinta, esso rotola giu
aumentando la sua velocita e quindi la sua energia
cinetica: mentre i1l masso cade la sua energia
potenziale si converte in energia cinetica

E =mgh
dipende dal punto rispetto al quale si
Uno scalatore compie lavoro

nell’aumentare la sua energia
potenziale gravitazionale.
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Energia potenziale di una molla

Per allungare o accorciare una molla devo applicare una forza esterna F_,
eguale e contraria alla F_ (di richiamo) della molla. La F_, compie lavoro per
accorciare o allungare una molla. Tale lavoro ¢ immagazzinato nella molla sotto

forma di energia potenziale.

J— 1 FX
= k(x-x) F, = k(x-x)

|fcrmm®':53_jzz F,=kx
- SN

XOZO X]

Lavoro della F

esterna

Per allungare la molla bisogna quindi applicare una forza F, = k(x-X,); in
particolare per spostarla dal punto x, = 0 al punto x, dobbiamo compiere 1l lavoro
indicato dall’area tratteggiata in figura. Questo lavoro ¢ dato da:

W= (ks )= kx5 B, = ke
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Forze conservative

Un corpo si trova nel punto A; sotto
I’azione di una forza F esso si sposta
dal punto A al punto B.

Esistono piu percorsi che uniscono 1
due punti. A

Il lavoro compiuto da F generalmente
dipende dal particolare percorso, ma in
alcuni casi esso dipende solo dalle
posizioni iniziale e finale.

In questo caso si parla di forze
conservative.

La forza elastica di una molla ideale ¢

la forza di gravita sono due esempi di
forze conservative.

Esempi di forze non conservative
(dissipative) sono le forze di attrito.
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Forze conservative

Verifichiamo che la forza peso ¢ una forza conservativa.

|
h
v C o B
A
N
~ ~ V
~ ~
~ ~
~ ~
~ ~
~ ~
C =~ B
— = = Percorso 1
Percorso 2
A .Romero

Percorso 1: Un corpo di massa m scivola lungo
un piano inclinato privo di attrito sotto 1’azione
della forza peso. Il lavoro da essa compiuto ¢:

L,;=F @:(mgsen (1)1:

nella direzione di AB

= mg(l sen a)z mgh

Percorso 2: Immaginiamo adesso che il corpo
cada verticalmente da A a C e poi sia spostato
orizzontalmente da C a B.

L=L,.+Lyg=

AC+F

nella direzione di

=F

nella direzione di AC CB CB —
=mgh + 0 = mgh

Allo stesso risultato si perviene attraverso un
qualunque percorso a scalini o anche curvilineo.
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Lavoro svolto dalla forza di gravita

Nell’esempio precedente abbiamo visto che il lavoro svolto dalla forza peso per
spostare il corpo dalla posizione A alla posizione B ¢ dato da:

L,, =mgh
Supponiamo di scegliere un sistema di 1
riferimento come mostrato in figura. In | h
tal caso:
v C o B

E (A)=mgh, =mgh
E (B)=mgh, =0
—AE =E (B)-E (A)=0-mgh=-mgh=-L,,

Il lavoro compiuto dalla forza peso ¢ cio¢ uguale alla diminuzione dell’energia
potenziale gravitazionale. Come gia osservato, il risultato ottenuto ¢ indipendente
dal sistema di riferimento scelto per misurare la quota y.
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ESEMPIO

T Un punto di massa m si trova alla base di un piano inclinato. Se la

velocita iniziale e v , ed é diretta come in figura, qual é [’altezza

rispetto alla base della posizione in cui il punto si ferma?

I1 lavoro compiuto per alzare il punto dall’altezza z, all’altezza z:

W=-AE =—mg(zg -z, )=—mghg

1 1 1 1
Per il teorema dell’energia cinetica: W =-mghpg :Emvé _Em"i :>EszB :EmVi —mghy

Il corpo riesce a salire poiché possiede una certa energia cinetica. Si ferma quanto la sua

energia cinetica ¢ nulla ovvero quando v;=0. Dalla relazione precedente si ricava dunque la
quota a cui si ferma:

2
\'%
lmvi—mghB:O —hg=—"2
2 2g
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Esercizio

Nella competizione di sollevamento pesi alle Olimpiadi del 1996 Andrej
Chemerkin stupi il mondo sollevando, dal pavimento fin sopra la testa, a circa 2 m
di altezza, un peso di 2548 N (massa = 260 kg).

(a) Quanto lavoro L, ¢ stato fatto dalla forza gravitazionale sull’attrezzo durante il

sollevamento? (b) Quanto lavoro ¢ stato compiuto sull’attrezzo dalla forza di
Chemerkin durante lo spostamento?

P=mg=2548 N
ngP-dngdcose=
= (2548 N)(2 m)(cos 180°) =-5096 J

Il lavoro compiuto da Chemerkin,
che ha esercitato sull’attrezzo una
forza F diretta nello stesso verso

6=180°  dello spostamento, ¢ uguale ed
opposto al lavoro L:

Lenpmerky = 750967
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Conservazione dell’energia
meccanica

Si puo dare una definizione generale della funzione energia potenziale E
associata ad una forza conservativa; E ¢ definita in modo che il lavoro compiuto
da una forza conservativa sia uguale alla diminuzione della funzione energia
potenziale:
L=-AE]

Secondo 1l teorema dell’energia cinetica il lavoro totale compiuto da tutte le forze
che agiscono su un corpo ¢ uguale alla variazione di energia cinetica del corpo.
Se le forze che compiono lavoro sono di tipo conservativo, allora il lavoro
compiuto ¢ uguale anche alla diminuzione dell’energia potenziale. Quindi:

L=—AEp=AEC—>AECTLAEP=A(EC+EP)=O
ossia
E. + E = costante

Se le sole forze che compiono lavoro sono conservative, I’energia meccanica
totale (cio¢ la somma di energia cinetica ed energia potenziale) del sistema resta
costante.
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Forze non conservative

* La forza di attrito ¢ detta non conservativa, o dissipativa, perché 1l lavoro
compiuto dall’attrito dissipa 1’energia meccanica, trasformandola in energia
termica.

 Un altro tipo di forza non conservativa ¢ quella connessa a grandi deformazioni
di un corpo. Se per esempio una molla viene allungata oltre il suo limite elastico,
essa si deforma permanentemente e il lavoro compiuto nell’allungamento non
viene recuperato quando la molla viene lasciata libera. Di nuovo, il lavoro
compiuto nel deformare la molla viene dissipato in energia termica: la molla
diventa piu calda.

» I1 lavoro compiuto da forze non conservative dipende, in generale, da parametri
diversi dalle posizioni iniziale e finale del corpo. Pud dipendere per esempio dalla
velocita del corpo, dallo spazio totale percorso o dal particolare percorso seguito.

* Non ¢ possibile definire una funzione energia potenziale per una forza non
conservativa.
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Lavoro (con integrali)

Se il punto di applicazione di una forza subisce un certo spostamento ed esiste una

componente della forza che sia parallela allo spostamento, la forza compie un lavoro.

Si consideri un punto che si muove su una generica traiettoria e sia F la risultante delle forze
che agiscono sul punto. Si definisce lavoro della forza F, compiuto durante lo spostamento

dalla posizione A a B, la quantlta Scalare

W = jF ds—chosOds des

Se 0 < /2, = cos® >0 = Lavoro positivo

Se 0 > /2, = cosb <0 = Lavoro negativo

B

Se 0 =7/2, = cosO =0 = Lavoro nullo

!

Se F e ortogonale alla traiettoria,
F e puramente centripeta e non compie lavoro

" 2 Dimensioni [\V] - [F][L] Unita di misura J=N-m
L /2 J=joule

Il joule e l'unita di misura del lavoro




e Lavoro della forza peso

Il lavoro compiuto dalla forza peso mg ( costante) per un generico
spostamento da A a B.

o

W:TF-ds:F-Tds: mg-(ry;—r,)=mg- Iy,

mg-ry, =(mg), -(rg,), =—mg(z; —z,)
mg ha una sola componente non nulla ed ¢ diretta

lungo z (verso opposto), dunque nel prodotto scalare
compare la sola componente z:

W=-—mg(zg-z,)= _(Ep,B - Ep,A )= _AEp dove si ¢ indicato con £,=mgz

In questo passaggio ¢ stata definita la funzione Ep di z : Energia potenziale della forza
peso che ha la seguente proprieta:

1l lavoro e uguale all’opposto della variazione di questa funzione durante lo spostamento
tra A e B e pertanto non dipende dalla particolare traiettoria che collega A e B.
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Conservazione dell’energia
meccanica

Abbiamo gia visto che se le sole forze che compiono lavoro su un sistema sono
conservative, allora I’energia meccanica totale (cio¢ la somma di energia cinetica
ed energia potenziale) del sistema resta costante.

E. + E = costante

Se sul sistema compiono lavoro anche forze non conservative, allora il lavoro

svolto da queste ultime ¢ uguale alla variazione dell’energia meccanica totale del
sistema.

an — A(Ec T Ep) - AEtot
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Lavoro di forza elastica
AN —QWM@MD_ per uno spostamento sull’asse x lavoro fatto da

molla vale:
B B B 1 , 1 ,
WA—>B :_[F'dsz :‘;—kxz-dxz =:[—kxdx= — EkXB _EkXA
4
WA—)B = —(Ep,B - Ep,A) — _AEp
E, = 1 x>  Energia potenziale elastica

E’ stata cosi definita E : Energia potenziale della forza elastica, funzione solo della
posizione X che ha la proprieta:

1l lavoro e uguale all’opposto della variazione della funzione E, e dipende
esclusivamente dalla posizione iniziale e finale.

—=p W>0

Se il punto si muove verso il centro della forza o
E  diminuisce

Se 1l punto si allontana dal centro —=p W<0
Ep aumenta 19




Quantita di moto

Forza In figura ¢ mostrato il grafico di una tipica forza
esercitata da un corpo su un altro in un urto, in funzione
del tempo. La forza aumenta bruscamente, raggiungendo
un valore elevato mentre 1 corpi si toccano, € poi torna a

media '—I Zero.

" | Nella maggior parte delle applicazioni si puo sostituire

_ questa forza variabile con la forza media F

At tempo  considerata costante nell’intervallo di tempo At.

media’®

Per la seconda legge della dinamica, la forza media che agisce su un corpo ¢ uguale al
prodotto della massa per 1’accelerazione media:
dv Av

— = E— Fmeia:m—
F=ma=m t d At

L’impulso di una forza ¢ definito come il prodotto della forza media per I’intervallo At.
impulso=F At =mAv =A(mv)

Il prodotto della massa di un corpo per la sua velocita ¢ la quantita di moto p del

COTpo:

p =mv
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Conservazione della quantita di moto

La quantita di moto p ¢ una grandezza vettoriale che si puo pensare come misura della
difficolta che si incontra a fermare un corpo.

Unita di misura: 1N -s=1kg - m s
Dall’equazione si vede che I’impulso di una forza ¢ uguale alla variazione di p.
dp = Fdt
Si puo dimostrare che:

Se la risultante delle forze esterne che agiscono su un sistema é
nulla, la quantita di moto totale del sistema rimane costante.

Questo risultato ¢ noto come principio di conservazione della quantita di moto.
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Prodotto vettoriale

Il prodotto vettoriale € un’operazione che associa a due vettori a € b un terzo
vettore ¢ = a x b, che ha le seguenti caratteristiche:

* 1l modulo di ¢ € dato da:

c|=/a||b|sen® A
e ¢ ¢ perpendicolare sia al vettore a che al vettore b; c=axb

« il verso ¢ dato dalla regola della mano destra.

b
Primo vettore (pollice) e
A a
Secondo vettore 0 - s
(indicey |\N\N  FmmTmmmmmmmmms ~

Risultato del prodotto vettoriale
(medio)
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Momento angolare

Il momento angolare 1, detto anche momento della quantita di moto, di una particella
rispetto all’origine O del sistema di riferimento ¢ una grandezza vettoriale definita come:

A l=rxp=m(rxv)

dove r ¢ 1l vettore che individua la posizione
I della particella e p ¢ la sua quantita di moto.

X
>

Unita di misura: 1J - s=1Kkg - m?-s-!

Per un sistema isolato, il momento angolare rimane costante.

Questo risultato ¢ noto come principio di conservazione del momento angolare.
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Potenza

Data un forza F che svolge un lavoro L in un intervallo di tempo At, la potenza P
sviluppata da tale forza ¢ data da:

p=—
At

La potenza ¢ pertanto legata alla rapidita con cui si compie un lavoro.

S1 supponga che una forza F agisca su un corpo che percorre una distanza As in
un certo ntervallo di tempo At. Il lavoro compiuto dalla forza ¢ F As, dove F ¢ la
componente della forza nella direzione del moto. La potenza sviluppata ¢:

LAS_pAS_pd5_py
At At dt
dove v ¢ la velocita media del corpo.

P=

Unita di misura: watt (W)
1W=1J/s=1kg - m?-s3
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Esempio
Che potenza deve sviluppare motore di seggiovia che trasporta 2400 persone

all’ora superando un dislivello di 500 m. Supponiamo la massa delle persone di
circa 70 Kg

p-dW_W
dt At
Lavoro W=F.Ay con F forza peso, quindi costante, ¢ Ay spazio parallelo a forza
peso
W =mg-2400-500="70-9.8-2400-500
P= W/At

P=70-9.8-2400-500/3600=70-9.8-2-500/3

=228670 W =229 KW
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Esercizio

Un blocco di massa 100 kg ¢ trascinato alla velocita costante di 5 m/s su un
pavimento orizzontale da una forza di 122 N diretta con angolo di 37° sopra il
piano orizzontale. Qual ¢ la potenza sviluppata da tale forza?

F

lavoro svolto dalla forza L
’ . Potenza = — , =
/ 37 tempo durante cui € svoltoil lavoro At

» X

Il lavoro ¢ uguale al prodotto scalare della forza per lo spostamento, o, in altri
termini, al prodotto della componente della forza nella direzione dello
spostamento (in questo caso la direzione x) per lo spostamento stesso. Quindi:

L FAx

Potenza = — = =F v=F|cosOv=
At At
m N-m J
=122N-c0s837°-5— =487 =487—-=487T W
S S S
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Esercizio conservazione energia meccanica

ccccc

A
Un corpo di massa m=10 kg, ¢ lasciato cadere con velocita iniziale nulla da R T

un’altezza di 10 m. Quanto vale la velocita poco prima che raggiunga terra?

Dal teorema di conservazione dell’energia meccanica: f = E, + E, = cost h=10m

I

Ep,A _Ep,B :Ek,B _Ek,A

v B
mgz , —mgzy :lmsz —lmvi O
e _ / ™
zy~h=l0m Va™ =0, perché z; =0 =0, perché¢ v, =0
z5=0 Vg=
mgh:%mv% => v, =4/2gh —=p Vg = 2-9,8-10:14E
S
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Esercizio conservazione energia meccanica

Un corpo di massa m=10 kg, da terra viene tirato verso ’alto R

con velocita v=14 m/s. Che altezza raggiunge?

Sol.: h=?

Dal teorema di conservazione dell’energia meccanica: — —
g m y + L, =cost

i e

Ep,A _Ep,B :Ek,B _Ek,A 0)

ZAZO VA:14m/S B 1 o) 1 o)

Mgz, —MEZz =—MVp ——MVy
Zg=! vp=0 / 2 \2

=0, perch¢ z, =0 =0, perché v; =0
2 2
14
mgzy :%m"i = :;—‘; o Zg= 503 =10m
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Eserci1z10 conservazione energia meccanica

Da che altezza deve cadere un corpo di m=1300 kg per avere una
velocita finale di 88,5 km/h?

v, = 88,55 _ggs1000M 5y sem
h 3600 s S

Dal teorema di conservazione dell’energia meccanica:
Ep,in + Ek,in = Ek,f + Ep,f
1
mgh=—mv;
2
Vi 24,58

—= h=

h =30,8m
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Eserci1z10 conservazione energia meccanica

Un corpo di massa m=10kg viaggia con velocita v =14m/s contro una molla, sapendo che

K= 7000N/m, di quanto si deforma, la molla (spostamento x, dal punto di riposo)?

e ,,J
VA \r
Dal teorema di conservazione dell’energia meccanica: — we—"" : 'Lw m%%} -
Epin tExin=Ew s +Ep¢ x. =0 Xfin=Xo
1 1 1 1
—Kx! +—mv. = EKxi + Emvf,m
2 > 2 N
=0, perché x, =0 =0, perché vz, =0
1 1 2 :
“mv' = Kx! == x2=x 10196 450 —052m
2 2 K 7000

Inizialmente  D’energia otenziale L .
g P Nello stato finale 1’energia cinetica ¢

elastica € nulla

nulla. Tutta I’energia cinetica si trasforma

in energia potenziale elastica
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Esercizio Conservazione energia meccanica

Ax= 3,2cm

I »
»

O X

La molla di un fucile ¢ compressa di Ax=3,2cm e spara un proiettile di massa m=12 g.
Sapendo che la costante elastica della molla ¢ di k=750 N/m, determinare con quale

velocita esce il proiettile

k
(lmv2 +lkxz) :(lmv2 +lkx2) —=p lmv2 :lk(AX)2 —=p V:\/%AX
2 2 in 2 2 fin 2 2

=0, perché x;, =0 ﬂ

v= / 750 3 0,032 =82
210" s
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